Cours de processus en temps continu
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Chapitre 1

Construction du Mouvement
Brownien

1 Un peu d’histoire (voir [7] et [1])

Le nom de mouvement Brownien vient du botaniste Robert Brown. Brown n’a pas découvert le
mouvement brownien, car n’importe qui regarde dans un miscroscope peut voir le mouvement
rapide et irrégulier des particules de pollen en suspension dans de I’eau. Cependant, avant lui on
pensait que les particules étaient vivantes. Une autre théorie expliquait que le mouvement des
particules étaient du a la différence de température entre I’eau et le milieu ambiant provoquant
Pévaporation de I’eau, ainsi qu’aux courants d’air. Brown (1828) réfuta ces théories et établit que
les particules étaient inanimées. Il expliqua que la matiere était composée de petites particules,
appelées molécules actives, qui montrent un mouvement rapide et irrégulier, dont ’origine vient
des particules. Puis au début des années 1900, le mouvement brownien fut caractérisé de la
fagon suivante :

- Le mouvement est tres irrégulier, composé de translations et de rotations, la traj-
toire ne semble pas avoir de tangentes.

- Deux particules semblent bouger de fagon indépendantes, méme si elles sont tres
proches.

- Le mouvement est d’autant plus actif que les particules sont petites.

- La composition et la densité des particules n’ont pas d’influence.

- Le mouvement est d’autant plus actif que le fluide n’est pas trop visqueux.

- Le mouvement est plus actif en température haute.

- Le mouvement est sans fin.

En 1905, la théorie cinétique, expliquant que le mouvement brownien des particules microsco-
piques est dii au bombardements des molécules du fluide, semble la plus plausible.

La mise en évidence du mouvement brownien comme processus stochastique est dit indépendamment
au mathématicien francais Louis Bachelier (1900) et Albert Einstein en (1905). Bachelier dans
sa these Théorie de la spéculation avait pour but la modélisation de la dynamique des actifs
boursiers et son application au calcul de prix d’option. Il obtient la loi du mouvement brownien
a un instant donné. Il met surtout en évidence le caractere markovien du mouvement brownien :
le déplacement d’une particule brownienne apres un instant ¢ de dépend que de ’endroit ou elle
était a l'instant ¢ et mais pas de comment elle est arrivée a ce point. Par ailleurs, Einstein,
qui ignorait I'existence de ce débat, formula une théorie quantitative en 1905 du mouvement
brownien. Einstein réussi & expliquer la nature du mouvement et donna la valeur du coefficient
de diffusion (sous certaines hypotheses). La méthode d’Einstein repose sur des considérations
de mécanique statistique qui le conduit a I’équation de la chaleur puis a la densité gaussienne,



solution fondamentale de cette équation.

L’existence du mouvement brownien en tant que processus stochastique a été établie de fagon
rigoureuse par Wiener en 1923. Paul Lévy magnifiera cet objet en entamant une étude fine
du comportement de ses trajectoires jusque dans les années 1930-1960. En 1944, 1td construit
I’intégrale stochastique et développa le calcul stochastique.

2 Rappels sur les variables gaussiennes

Considérons un espace de probabilité (2, F, IP).
Une variable aléatoire N & valeurs dans IR suit un loi N(0,1) si P(N € dz) = ——e~"/2.
Estimation de la queue gaussienne : pour = > 1,

P(N>z2) = 1/+OO 20t < 1/+OO te— 2 q¢
o V2T Sy T N2y

1 2
< 671: /2.
W27

Transformation de Laplace-Fourier : pour z € C

E[e*N] = exp(2%/2).
1 _@m?

e 202
V2mo

Pourm € Rand o > 0, N’ = m+ao N suit une loi gaussienne N (m, o), de densité

et de tranformée de Fourier E[e*N'] = exp(zm + 0222/2).

Remarque 2.1 1. Si X et X’ sont des variables indépendantes de loi respectives N (m, o)
et N(m/,0'?), alors X + X’ suit la loi N (m +m’,0? + o'?).

2. Soit (X,),c v une suite de variables gaussiennes, X, £ N(mp,02). La suite (X,), v
converge en loi ssi m,, — m € R et 02 — 0% € IR, et alors la loi limite est A'(m,0?).

Preuve. 1 suffit d’utiliser les fonctions caractéristiques.
A

Vecteurs gaussiens :
Soit X = (X7, ..., X4) un vecteur aléatoire défini sur un espace de probabilité (2, A, P) & valeurs
dans IR?, avec d > 1. X est dit gaussien si toute combinaison linéaire de ses composantes est
une v.a. gaussienne :

Vae RY <A X >=MX;+- -+ A Xy suit une loi gaussienne.

La loi d’un vecteur aléatoire gaussien X est entierement déterminé par son vecteur espérance
m = E(X) € R* et sa matrice de covariance I' = E[(X —m).(X —m)*]. On note X Lot N(m,T).
La matrice I' est symétrique semi-définie positive (pas forcément inversible). On a

Lij = cov(X;, X;) = E[(X; — E(X3)) (X; — E(X;))].

Sa fonction caractéristique est
1
Elexp(i < u, X >)] = exp (z <u,m > —2ut.F.u)

Par ailleurs, X admet une densité fx par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR ssi T est
inversible. La densité s’écrit alors

1 1 t p-1
fx(z) = Wexp (—2(33 —m)' I~ . (z— m)) .

Soit X un vecteur gaussien, Ses coordonnées sont indépendantes ssi la matrice covariance est
diagonale (E[X;X;] = E[X;|E[X;] pour ¢ # j.)
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3 Le mouvement brownien

Soit (Q, F, IP) un espace de probabilité. Un processus stochastique est une famille indexée par
le temps (X¢)¢e[0,400) de variables aléatoires définies sur I'espace Q.

Définition 3.1 Un processus X est dit stationnaires, si Vt; < to < ... < t, et s > 0,
Lot

(Xtyso o X, ) = (Xt gy oo, Xtyps)-

Un processus X est dit @ accroissement indépendants, si Vi1 < to < ... < t,, Xoy, Xy, —

Xy, Xy, — X¢,_, sont indépendants.

Un processus X est dit gaussien, si Vi1 < to < ... <tn, (X¢,...,Xs,) est un vecteur gaussien.

Un processus X est dit continu (ou p.s. continu) si la fonction ¢ — X;(w) est continue pour
tout w €  fixé (ou w € Q' avec ¥ C Q avec P(Q) =1).

Les lois finis dimensionnelles d'un processus X est ’ensemble des lois conjointes (X3, ..., X;,),
pour tout n > 1 et Vt; <ty < ... < t,.

Définition 3.2 Soit B = (By,t > 0) une famille de v.a. indéxée par le temps. On dit que B est
un mouvement brownien si ¢’est un processus continu tel que

i)Vt >0, B, ~ N(0,1),

i) si0 <ty <ty <...<t,,lesv.a. By, By, —By,, ..., B, — B, _, sont indépendantes.

Par conséquent, By = 0.

Remarque 3.3 cherchons la loi d’un accroissement Byys — By, pour t,s > 0 :
On remarque que Bys = B; + Byys — By, avec Byys ~ N(0,t + s) et B, ~ N(0,t), donc par
indépendance, en calculant la fonction caractéristique de B;is — By, on obtient

Biys — B,gL:OiBS et Byys — By est indépendant de B;.
Le mouvement brownien a des accroissements indépendants et stationnaires. De plus, comme
les accroissements sont gaussiens, B est un processus gaussien.

Covariance du brownien :
Si s <t, E[B:Bs] =E[(Bs + (B: — Bs))Bs] = s + 0. De méme, si t < s, E[B;B;s] = t. Donc

E[B,B,| =t A s.

Définition 3.4 (équivalente)
Un mouvement brownien est un processus continu gaussien centré indexé par [0, 4+o00[ de cova-
riance t A s.

4 Construction du mouvement brownien

4.1 Principe d’invariance de Donsker (voir [5] et [1])

Soit (X»),,c pv une suite de variables i.i.d centrée et de variance égale a 1.
D’apres le T.LL.C., en posant S, = X; 4+ ...+ X,,, on a

Sn Loi

En notant [z] la partie entiere de z € IR, pour ¢t € IRT, pour n assez grand on a

Sn Sn o1
il 2l Loy N(0,1).
n [nt] n—+oo




On remarque que Sp,(145)] = Sintg] = X1 + -+« + Xn(e+s)), alors que Sppy), pour u < ¢, ne
dépend que X1, ..., X[y, par conséquent il y a indépendance des accroissements.

La suite de processus (% — (%) Xntj+1,t 2 O)ne N converge vers le mouvement brow-

nien.... mais & I’heure actuelle, nous n’avons pas les outils pour le prouver (on a besoin d’étudier
la tension de la suite + convergence des lois fini-dimensionnelles).

4.2 Construction de Paul Lévy

L’idée est de construire le mouvement brownien B sur l'intervalle de temps [0, 1] par approxi-
mation en utilisant les fonctions de Schauder fy, ,, :

fr.n est une fonction triangle sur [k27", (k + 1)27"] telle que f(k2~" 427 ""1) = 2-(n+2)/2,

Considérons N_1,Noo,N1,0,.--,Nkp,...,avecn € INet k=0,...,2" — 1, des variables gaus-
siennes N (0, 1) indépendantes.
Pour ¢ € [0, 1], on définit B; ' = tN_; et

n 2'—1

By =tN_; + Z Z N frea(t).

=0 k=0

On montre que p.s. la suite B™ converge uniformément en temps sur [0, 1] vers un mouvement
brownien B. De plus, B est alors p.s. continu comme limite uniforme de fonctions continues.
Preuve.

i) Convergence uniforme

On a
2" —1
B'=DBr1' 4 Z Nin fron(t).
k=0

Comme les fonctions f; ,, & n fixé sont disjointes, on remarque alors que

sup |BF =Bl =  sup |Nj,[2”("+2/2
t€f0,1] k=0,...,2n —1

Les variables J\Tka’(””)/2 ont toutes la méme loi, et en majorant par la somme des probas,
en introduisant N ~ A(0,1) on obtient

n n—1 1 n 2(n+2)/2
P(sup B =B | > =) 2 ]P(|N|>T)

n2
te(0,1] n

IN

n
2 6—2"+2/2n4

<
W27

Par conséquent la série » IP(sup,cpo,1) |Bf* — B! > 1/n?) est convergente, donc par Borel
Cantelli, p.s. pour n assez grand

1
sup |B — Bl < —-
te(0,1] n

La série de terme général B” — B"~! converge uniformément, donc la suite B™ converge uni-
formément sur [0, 1]. On note B sa limite, qui est continue comme limite uniforme de fonctions
continues.

i1) Indépendance des accroissements + caractére gaussien.
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Par récurrence, on montre (HR,,) :

(HR,) := Les accroissements de B"! sur la partitions 0,27",... k27", ...

sont indépendants et suivent tous la méme loi A/(0,27").

Pour n = 0, c’est évident. Pour n = 1 : vérifions que la propriété est vraie.

By =0, By, = =, By =N_,

N_1+Nop,o NflfNo,n)
2 2

N_; et Ny sont indépendantes de loi N(0,1). Par conséquent ( est un

vecteur gaussien dont les marginales suivent la loi N'(0,1/2). De plus,

i

N_1+ Noo N_1— Nop
2 ' 2

1
E } = JEIN2, — N =0

Les accroissements sont bien indépendants.

Supposons (HR,,) vraie, étudions (HRy,11).

Comme
om—1

By = B?71 + Z Nk,nfk,n(t)-
k=0

En utilisant (HR,,) et le fait que les v.a. (Nj ) sont indépendantes de B"~!, du fait que les
fonction fj , sont a supports disjoints, il suffit de vérifier que la propriété est vraie pour deux
accroissements consécutifs dépendant de la méme variable Ny ,, i.e.

X = Bopayg-n-1 = Bopg-n-1 et Y = By oys-n-1 = Blogy1)g-n-

sont indépendantes et de loi A'(0,27"~1). Par construction, B"~! est linéaire sur [2k27"1, (2k+
2)2="71]  on remarque donc que X = Z/2+ Z' et Y = Z/2 — Z' ol Z est l'accroissement de

-1 . _ n—1 n—1 _ o9— 2)/2
B" ! Z =By 1 — Bygta et 2/ =270 2N

Par (HR,,), on sait que Z ~ N(0,27"), d’ott Z/2 ~ N(0,27"~2). Par ailleurs Z' ~ N/(0,27"~2)

et est indépendante de Z. Donc X2V de loi N(0,27771) et leur covariance vaut
E[(Z/2+Z')(Z)2 - Z")| =E[Z*/4— Z"*]=2""/4—27""2 = (.

D’ou le résultat.
i11) Conclusion

On en déduit immédiatement par passage a la limite que le processus B a des accroissements
indépendants sur les intervalles dyadiques et By ~ N(0,t) pour tout ¢ dyadique (car la conver-
gence p.s. implique la convergence en loi). Comme B a des trajectoires continues, du fait que
les dyadiques sont denses dans [0, 1], par passage & la limite les résultats restent vrais sur [0, 1]. A

4.3 Autre construction

Cette construction est basée sur les séries de Fourier. (cf, exo Revuz-Yor, chap 1). On consideére
des variables Ny, N/ indépendantes de loi N(0,1). Alors

“+o0
2
By = tNo + E %(Nk cos(2mkt — 1) + Ny sin(2kt))
T
k=1

est un mouvement brownien. Pour cela on vérifie tout d’abord que les coefficients sont gaussiens
et indépendants.
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5 Régularité des trajectoires

Définition 5.1 Soit X = (X;,t > 0) un processus aléatoire. On dit que X admet une version,
ou encore une modification, s'il existe un processus X = (X¢,t > 0) tel que

Vit fixé, X; = X, p.s.
On parle de version continue, ou modification continue, si la modification X est p.s. continue.

Attention : on n’a pas en général (X,,t > 0) = (X,, ¢ > 0) p.s. ([0, +00[ n’est pas dénombrable!).
Choisir une version (ou modification) d’un processus peut changer de fagon importante le pro-
cessus.

Exemple 5.2 Sur (2 = [0, 1], B([0, 1]), d)\) on considere le processus sur [0, 1]

Xt(w):{0sit7éw

1 sinon

Alors le processus X; = 0, V¢t > 0 est une version de X. En effet Vt fixé, X;(w) = X;(w) sauf
pour w = t. Par contre

P(Vt, X, = X;) = P({w € [0,1] : ¥, X (w) = Xi(w)}) = P{w € [0,1]: ¥Vt € [0,1] w #t}) = 0.

Remarque 5.3 Cependant dans le cas de processus continus on a : si X est un processus
continu et X une modification continue, alors p.s. X = X.

Le résultat de base sur I’existence de versions régulieres de processus stochastique est le critere
suivant :

Théoréme 5.4 Critére de Kolmogorov-Centsov (1956)
Soit X = (Xy,t € [0,1]) un processus & valeurs dans R? (ou plus généralement un espace
métrique complet) tel qu'’il existe ¢ > 0

E[|X; — X,[P] <c|t —s|'™® pour p>1lete>0. (5.1)

Alors il existe une version X de X qui est p.s. localement holdérienne d’exposant «, pour tout
a € (0,e/p).

Cas du mouvement brownien
Soit N une v.a. N(0,1) et t <s. On a pour p > 1,

E[|B; — By|"] = E[[Vt = sN[”] = |t — s|"/*E[|N|"]

En notant C = E[|N|P], le critere de kolmogorov s’applique pour p > 2, et donc les trajectoires
browniennes sont p.s. localement holderiennes d’exposant «, avec a < p/2=1 Op peut choisir
p aussi grand que 1’on veut, donc les trajectoires browniennes sont p.s. localement holdériennes

d’exposant «, avec a € (0,1/2)

Preuwve du Critére de Kolmogorov-Centsov.

La preuve est basée sur le lemme de Borel-Cantelli.

Pour simplifier, on suppose ¢ = 1 (quitte & diviser X par la bonne constante). On fixe o < /p.
Soit D = U,D, lensemble des dyadiques, avec D,, = {k27 ",k = 0,1,...,2" — 1}. On a
D,, C Dy4+1 et D est dense dans [0, 1].

i) Pour t, s dyadiques.
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e Soit t,s € D, avec t = (k+ 1)27" et s = k27 ". D’apres l'inégalité de Markov, on a

Ell X (k+1)2-7 — Xyo-n[P]

9—npa

> 2—77.0&)

IN

]P(|X(k+1)2—n - XkQ*"

< 2—n(1+s)+npa

Comme pa < g,
P(3k € {0,...,27" = 1} | X(pp1ya-n — Xpon| > 277%) < 2ngn(Fe)tnpa — g=nefnpa

est le terme général d’une série convergente. D’apres Borel-Cantelli, avec proba 1 pour n assez

grand, on a
|X(k+1)2—n — Xk2—7z| S 2_na = |t — S‘Oé \V/k = O, 1, ey 2n —1.

e Montrons maintenant que la restriction X a I’ensemble des dyadiques D est a-holdérienne.
Soient t,s € D, il existe alors n > 0 tel que 2—n-1 < [t — s| < 27". Par ailleurs, il existe m > 1
tel que t, s € Dy 4. On peut alors écrire

t = k27" 402 " +e27 "4 g2

s = k27" 42 27 4 e 2T
avec £0, ..., Em,yEQy - -+ Em = 0 ou 1. On note pour ¢ =0,...,m

ti = k27" 402 " +e27 " 4 427

s; = k2T egp2 Tt 2T el

Alors t =t,,, s = S, et

Xt = Xs| < Xty = Xso| + [ X — Xy |+ + X2
‘XSO - X51| .t |X5m71 - Xsm|
(270m 4o~ Da 4 9=(mFm)ay s 9 s, pour n assez grand.

- thzl +

m—1

IN

[

+oo 2
g—an ZTW TR It —s|®
j=0

IN

Donc p.s. il existe ¢ > 0 tel que Vt, s € D | Xy — Xs| < |t — s|* pour |t — s| < 27" avec n assez
grand. Soit Q' C 2, () = 1 sur lequel cet événement se produit.

it) Construction de la version Hélderienne.

On construit, pour ¢t > 0, X; = . }:1)1%1 tXt/ sur . Les trajectoires de X sont localement
/6 s /‘}

a-holderiennes.

Vérifions que X est une version de X.

On a Xy = X; dés que t € D. Par ailleurs, d’apres 1 , Xy converge vers X; dans LP quand

t' € D,t' — t. Donc Vt > 0 X; = X; p.s.. X est bien une version de X. VAN

On va voir maintenant que le résultat de régularité holdérienne d’ordre o < 1/2 pour les
trajectoires brownienne est optimal.

Théoreme 5.5 (Dvoretsky, 1963)
Il existe une constant C' > 0 telle que

. |Bs — Bi|
P(3t>0:limsup—— <C)=0
( sﬁ»ﬁ-p VvVs—1t )

Par conséquent, p.s. Vt € [0, 1], limsup,_,,+ % > C'. En particulier, les trajectoires brow-

niennes sont nulle part dérivables avec proba 1.
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Preuve. (On choisira la constante C' & la fin)
11 suffit de vérifier que pour chaque A > 0, on a

P(3t > 0: |Byyp — B < CVh Vh e [0,A]) =

On remarque que pour n > 1

3

-1

IN

P(3t > 0: |Byn — Bi| < CVh Vh € [0,A]) ,%] : |Bign — By < CVIh Yh € [0,A])

i=1

n P(It € [0, 1] Bisn — Bt < CVh Vh € [0,A])

IN

par stationnamte des accroissements.

On connait la loi de Bt+h — By, mais on ne peut pas calculer directement cette probabilité a

cause des termes 3t € [0, 2] et Vh € [0, A] (intervalle non dénombrable!).
Soit n tel que 1/n < A, et (hj);=o,...,n une famille (que I'on déterminera plus tard) croissante,
telle que h; € [1/n, A] pour tout j. On remarque que si 3t € [0, 1] : |Byy, — By < CvVh Yh €

[0, A], alors pour tout j =0,..., N, en prenant h = h; — ¢ (on a bien h € [0,A], car h < h;),

on a
|th — Bt| < C\/hj.

Et donc pour tout j =1,..., N,

|Bh]. — Bh].71| < 20\/hj,

par conséquent

1
P(3t € [0, ~]: [Bryn — Bil < CVh Yh e [0,A])
.,N} : |th —th71| < ZCx/hj)

A
=
<
m
—
-

IP(|By, — Bn,_,| < 2C/h;) par indépendance des accroissements

A
—= %

<.
Il
—

h.
]P(|Z| < 20]71\/»]}1) avec Z ~ N(O, ].)

i~ hj—1

IN
=

-
Il
—

On souhaite choisir C' (indépendante de n et j) et trouver une famille (h;),;=1,. .~ tels que
N Vhi

n]l;—; P(|Z] < QCW) converge vers 0 quand n — +o0.

En prennant h; = 27 /n, avec N = [In(nA)/In(2)], la famille satisfait bien les hypothéses voulues

et

Vhi
P(|Z] < 20\/ﬁ) = P(|Z] < 2CV?2)

En choisissant C' > 0 tel que P(|Z| < 20v/2) <1/4, 0n a

1 N 1 In(nA)/1In(2)
< L
- nA?’

En faisant tendre n vers +oco, on obtient le résultat. A
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6 La mesure de Wiener

On note C = C([0, 1], R) ou C(]0, oo, IR) 'espace des fonctions continues & valeurs dans IR.
C muni de la norme uniforme est un espace de Banach (dans le cas, de fonctions définie sur

—+oo
[0, 4+00) on utilise la norme d(u, v) = Z 27" min(||u — v||n, 1) ot |[Ju—v||, = sup{|u(z) —v(z)| :
n=1

x € [0,n]}).
On munit C de sa tribu borélienne. C’est la tribu engendrée par les ouverts élémentaires : n > 1,
0<t; <...<ty, Aq,...,A, des ouverts de IR

O={wel:w() € A,...w(t) € A} (6.2)

Définition 6.1 Soit B un mouvement brownien. B est a valeurs dans ’espace C. La loi de cette
v.a. sur C est appelée mesure de Wiener.
L’espace C muni de la mesure de Wiener est appelé espace de Wiener.

Si on considere deux variables aléatoires X et Y, on sait que la loi de chacune des variables ne
suffit pas pour connaitre la loi du couple. De méme, pour le mouvement brownien, on peut se
demander si la définition du brownien caractérise de fagon unique la mesure de Wiener.

Propriété 6.2 La mesure de Wiener est unique : si W et Q sont deux probabilités sur C chacune
issue d’'un mouvement brownien, alors W = Q.

Preuve.
Rappel : Théoréme des classes monotones
Soit £ une famille de partie de I’espace E' un A-systeme, i.e.

-FEeSs,
-si A,B € S avec A inclus dans B alors A° € S,
- si stable par union dénombrable croissante.

Soit P un 7w-systeme, i.e. stable par intersection finie. :
Si P C L, alors o(P) C L.

On remarque que P 'ensemble des ouverts élémentaires est un w-systéme.

Soit £L = {A € B: W(A) = Q(A)}, ou B est la tribu borélienne de C([0,1], R). £ est un
A-systeme.

Soit O est un ouvert élémentaire, montrons que O € L. En effet si W est issu du mvt brownien
B et Q est issu du mvt brownien B et O = {w € C : w(t1) € Ay,...w(t) € A,} un ouvert
élémentaire, on a

W(O) = ]P(Bt1 (S Al, .. -7Btn (S An) = IP(Btl € Al, .. .,Btn S An) = Q(O)

Alors 0(P) =B C L. Donc W = Q. A

Remarque 6.3 On a en fait démontré que la loi d’un processus est entierement déterminée
par les lois finis dimensionnelles.

Remarque 6.4 Comment définir le mouvement brownien en dimension plus grande ?

Un mouvement brownien B = (B',..., B%) & valeurs dans IR? est un processus tel que les
B? sont des mouvements browniens indépendants, i.e. pour tous ouverts O; de C P(B' €
O1N...NBY*c0y) = P(B'€0y)... P(B* < Oy).
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Chapitre 2

Le mouvement Brownien en tant
que processus de Markov

On définit tout d’abord la notion de filtration :
Définition 0.5 Une filtration sur un espace mesurable (2, F) est une famille (F;);>¢ de sous-
tibus telle que Vs < t, Fy C F;.

Une filtration (F;);>0 est IP-compléte pour une certaine mesure de probabilité P, si F; contient
tous les événements de mesure nulle, i.e. N'={N C F tel que PP(N) = 0}.

Une filtration (F;)i>o est continue & droite siVt > 0, Fy = Fy+ o0 Fyt = NesoFige = Np>0F 44 1-

Soit (Fi)¢>0 une filtration alors (G;)¢>o définie par G; = ffpl (complétion par rapport a la
mesure P, G; = o(F;, N)) est une filtration compléte pour IP.

On dit qu’une filtration (F;);>o satisfait les conditions habituelles si elle est continue & droite
et complete.

1 Premieres propriétés du mouvement brownien

Propriété 1.1 Soit B un mouvement brownien. Alors
- Symétrie : —B est un mouvement brownien,

- Propriété de scaling : soit k > 0, (ﬁBkmt > 0) est un mouvement brownien,

- Inversion du temps : (tB%,t > 0) est un mouvement brownien.

Preuve. 11 est facile de vérifier que ces processus sont gaussiens, centrés, continus et de cova-
riance t A s. Pour montrer la continuité de (¢tB 1t > 0) en 0, il suffit d’utiliser la fait que les

trajectoires browniennes sont a-héldériennes, avec o < 1/2. A

1.1 Propriéte de Markov simple

Définition 1.2 Soit B un mouvement brownien. On appelle filtration brownienne la filtration
définie pour tout t > 0 par FP = o(B,,0 < s < t)°PL.

17
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Proposition 1.3 Propriété de Markov simple.

On fixe t > 0 et on définit B par : Vs > 0, B, = Biys — By

Comme les accroissements du brownien sont indépendants et stationnaires, le processus B est
indépendant de FP et a la méme loi que B.

Propriété 1.4 La filtration brownienne (F);>¢ est continue a droite.

Exemple 1.5 Voici un exemple de filtration non continue a droite.

On considere le processus X défini par : X; = te ou € est une variable de Bernoulli : P(e =
1)= Ple=-1)=1/2.
On a Fy est la tribu triviale et F; = o(e) pour ¢ > 0. Par contre, Fo+ = o(g) # Fo.

Corollaire 1.6 Loi du 0-1 de Blumenthal.
La tribu F, est triviale : i.e. P(A) =0 ou 1 pour tout A € FZ,.

Conséquence 1.7 On définit S le processus : t > 0

Sy = sup Bs.
0<s<t

La mesurabilité de S; est assurée par la continuité du mouvement brownien.

Alors IP(S; > 0,Vt > 0) = 1. Le brownien prend des valeurs > 0 p.s.

De méme, si on note I; = info<s<; By, en utilisant la propriété de symétrie, on a P(I; < 0,Vt >
0) = 1. o

Comme les trajectoires de B sont continues, on a par conséquent que p.s. 'ensemble {t > 0 :
B; =0} admet 0 comme point d’accumulation.

Preuve. on remarque que {S; > 0,Vt > 0} € FZ., car S, € FP pour tout ¢ > 0 et
{5¢>0,Vt > 0} = Mpso{S1 >0} € FE  (intersection décroissante).
D’apres le loi de Blumenthal, on a donc
IP(S; > 0,vt >0) =0 ou 1.

Par ailleurs P(S, > 0) > IP(B, > 0) =1/2, donc P(S; > 0,Vt > 0) =1. A
Preuve de la continuité a droite de la filtration brownienne.
i) Montrons que F2. est la tibu triviale.

On considere le processus X,, défini sur [0,27"] : X,, = (By-nyy — By-2,0 <t < 277). La
suite (X")ne IV st une suite de variables indépendantes. On remarque que I'on peut retrouver
la trajectoire du brownien a partir des variables X, k > n :

oo

Bynyr = Xn(t) + Z X7L+k(27nik)~
k=1

Par conséquent,
fg—n = O'(Xn+17 e 7Xn+k7 . )

et comme Fp+ = Np>0F2-n, Fo+ est la tribu asymptotique engendrée par les processus indépendants
X,,. D’apres la loi du 0-1 de Kolmogorov, ]—'(ﬁ est triviale.

i) Montrons que (F2);>0 est continue & droite.
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soit C' un ensemble de fonctions stable par multiplication.
Si C C E, alors E contient toutes les fonctions o(C)-mesurables.

Soit t > 0 et € > 0. On considere la tribu
Gi = 0(Biys — By, s > 0)

Montrons que G; est indépendante de F,3 B

Par construction, G . est 1ndependante de FE . et donc indépendante de F5 = N.5oFf.. La
famille (G;4c). est croissante, de limite \/ L 4 Gie.

Par ailleurs, par continuité des trajectoires browniennes, Vs > 0 By s — By = ggl'(l) Biyste — Bite,

donc Biys — By est mesurable par rapport a \/€>O Gire, don Gy = \/5>0 Giye et donc G est
indépendante de .7:

Soit des variables bornees telles que X soit FP-mesurable, Y F. +—mesurab1e et Z Gi-mesurable.
Alors

E[XZY] = E[XY]E[Z] car FE et G; indépendantes
= E[XZE[Y|F]] = EIXE[Y |7 )|E[Z]

Considérons l'e.v. des variables bornées W telles que E[WY] = E[WE[Y|FP]]. Cet espace
contient les variables de la forme XZ avec X € L®(FP) et Z € L*°(G,). L’espace vectoriel W
contient toutes les v.a. mesurables par rapport & G; \/ FZ = FB ou FPB est la tribu engendrée
par tout le mouvement brownien.

Conclusion :
E[WY] = EWE[Y|FL]] pour tout W € L>(FB), dout Y = E[Y|FP] ps
Comme la tribu est complete, Y coincide avec une variable F2-mesurable. A

Remarque 1.8 En fait, la filtration brownienne (F7);>0 est aussi continue & gauche : i.e.

5= \/5>O ‘7:35

Dans la suite seule la continuité & droite nous intéressera.

On va maintenant réécrire la propriété de Markov du mouvement brownien dans le cadre “clas-
sique” de la théorie des processus de Markov : “indépendance du futur et du passé condition-
nellement un présent”.

Notons P, pour z € IR (ou IRd) la loi du mouvement brownien issu de z, i.e. la loi de x + B
ou B est un mouvement brownien.

Propriété 1.9 Propriété de Markov simple, 2°™¢ version.
Soit t > 0 fixé. On pose Bl = By, Vs > 0.
Conditionnellement & B; = x, le processus B’ est indépendant de F7 et a pour loi P,.

Preuve. On remarque que B, = By — B+ By, ol B, = By s — B¢ est un mouvement brownien
indépendant de F et B; est une variable P -mesurable. D’ott le résultat. A

1.2 Semi-groupe associé au mouvement brownien
Soit B un mouvement brownien. Soit f une fonction mesurable bornée, on définit pour tout

v € R, E,[f(By)] = E[f(x + By)].

Définition-Proposition 1.10 Soit f une fonction mesurable positive (ou bornée). On définit
pour t > 0

Pi(f) = Ex[f(B)].
Alors
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- P L®(R) — L™ (IR),

- P; est un opérateur de convolution
1 y2d
Pif(x) = — | Rf(z+y)e 2tdy.

Comme pour f bornée, E[f(Bi+s)|Fi] = Ep,[f(Bs)], on peut exprimer la propriété de Markov
simple de la fagon suivante :

VY Fi-mesurable bornée, E[Y f(Bits)] = E[Y Ps f(By)].

Propriété 1.11 (P,);>( est un semi-groupe :

- Py=1id,
- P4y = P, o P; pour tout t,s > 0.

En fait, ¢c’est méme un semi-groupe de Feller.

Définition 1.12 Une famille d’opérateurs (P;);>o est un semi-groupe de Feller sur Co(E) si V¢
P; est un opérateur linéaire de Cy(E) dans Co(E) tel que

- Py =id et ||P]| > 1 pour tout ¢t > 0,
- P4y = P, o P; pour tout ¢,s > 0,

- pour tout f € C(E), P.f @» f au sens de la norme uniforme.
(Co(E) est I'ensemble des fonctions sur E qui tendent vers 0 & 'infini.)

Preuve. Soit t,s > 0 et f mesurable bornée,

Piisf(x) = Ei[f(Biys)] = Ex[f(Biys — By + By)| = Ex[Ex[f(Biys — By + By)| F]]
= E.[P:f(By)] = P(Psf)(xz) d’apres la propriété de Markov.

Si f € Co(IR), alors f et bornée qui converge vers 0 & U'infini d’apres le théoréme de convergence
dominée, donc Pi(f) € Co(IR).

Soit f € Co(IR), par conséquent f est uniformément continue. Soit € > 0, alors In > 0 tel que
pour tout z,y € R: |z —y| <n, on a |f(x) — f(y)| < e. Par conséquent,

[Pef(z) — f(z)| < E[f(z+B) - f(2)]] <e P(|Be| <n) +E[(f(z+ Br) — f(2) |5, >0]
< e+ 2/|fllec P(|Bt| = n)
proba

Par ailleurs, B; P 0, donc il existe ¢, tel que Vt < t,, IP(|By > n) < e. Par conséquent,
Ve > 0, alors 3t, > 0 tel que Vt < t,, Vo € R

[Pef(z) — f(2)] < e(1+2[[f]loo)-

D’ou la convergence uniforme. A

Remarque 1.13 Ces propriétés restent vraies en dimension d > 1.

2 Propriété de Markov forte et applications

2.1 Notion de temps d’arrét

Définition 2.1 Soit (F;);>0 une filtration. On dit qu’une variable aléatoire T' & valeurs dans
[0, 4+00] est un (Fy)i>o-temps d’arrét si

vVt >0, {T<t}eF.
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Propriété 2.2 Soient T et S deux (F);>o-temps d’arrét, alors TAS et TV .S sont des (F)i>0-
temps d’arrét.

Si (T}, )n>0 une suite monotone de (Fi)¢>o-temps d’arrét, alors T = lim T}, est un (F3)>o-temps
d’arrét.

Remarque 2.3 Si (F;);>0 est une filtration continue & droite, alors T est un (F;);>o-temps
d’arrét ssi

vt>0, {T<t}ecFP.
C’est notamment le cas de la filtration brownienne.

Preuve. En effet, si T vérifie cette propriété, on a

{T<ty=({T<t+e}CFs=F.

>0
A
Exemple 2.4 Soit O un ouvert et F' un fermé, alors
To=inf{t>0:B, €0} et Tp=inf{t>0:B,cF}

sont des (FP)i>o-temps d’arrét.
Preuve. o Soit O un ouvert. Soit t > 0, on a

{To <t} = {3s<t:B;€0}={3s€(0,t["Q: Bs € O} par continuité des trajectoires

= U {B.coy
s€[0,t[NQ

Comme {B; € O} € F, on a bien que {Tp < t} € F;. Donc Tp est un (F2);>o-temps d’arrét.

e Soit F' un fermé et ¢ > 0.

{Tr <t} = {weQ: inf d(Bs(w),F)=0}

0<s<t

— Q: inf d(By(w),F)=
{we Se[g}t]de( (w), F) =0}

car B est continu et donc la distance aussi. Par ailleurs, un inf dénombrable de fonctions
mesurables est mesurable. Par conséquent, {Tr < t} € F; et donc Tr est un (F72);>o-temps
d’arrét.

VAN

Définition 2.5 Soit T un (F;)i>o-temps d’arrét. On dit que T est un temps d’arrét simple si
I’ensemble des valeurs prises par T est au plus dénombrable, i.e. il existe une suite (¢,,) de temps

positifs dans IR telle que Z P(T=t, =1

n=0

Proposition 2.6 Soit T'un (F;):>o-temps d’arrét. Alors il existe une suite décroissante (7},),, - pv
de (Fi)i>o-temps d’arrét simples telle que p.s. hI—E T, =T.
- n—-1+0oo

Preuve.
On pose T,, = ([T2"] + 1)27" sur {T < oo}, ie. T, = (j + 1)27" sur événement {T €
727, (j +1)27"[} et T,, = oo sur {T = co}.
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Vérifions que T, est un (F;)¢>o-temps d’arrét :

p—1
(o<t} = J{Tn=0G+12"} avecptel quep2 ™™ <t<(p+1)27"
j=0

- Ulrepz Gz
=0

= {T€0,p27"[} € Fpo-n C F.

Par construction, p.s. lim T, =T.
n—-+oo

Définition 2.7 Soit T un (F;);>o-temps d’arrét. On définit la tribu
Fr={AeF:Vt>0 AN{T <t}eF}.

Remarque 2.8 Si T =t est déterministe, alors Fr = F;.
Si T et S sont deux (Fy)>o-temps d’arrét tels que T' < S, alors Fr C Fg.

Proposition 2.9 Soit T' un (F?);>0-temps d’arrét fini p.s.. Alors T est Fr-mesurable.
Preuve. Soit s > 0, on veut montrer que {1 < s} € Fp. Soit t > 0, on a
{T <s}n{T <t} ={T <sAt}.

Comme T est un temps d’arrét, {T' < s At} € F;, ceci Vt > 0. Donc {T < s} € Fr pour tout
s > 0 et T est bien Fr mesurable. A

2.2 Propriété de Markov forte

Théoreme 2.10 Propriété de Markov forte ~ R

Soit T un (]—'tB)tZO—temps d’arrét fini p.s.. On note B le processus : pour s > 0 Bs = Bpys— Br.
Alors le processus B est indépendant de FZ et a méme loi que B.

De facon équivalente, la propriété s’énonce : conditionnellement & Br = z, le processus B’,

définit par B, = Br,s, est indépendant de FZ et a pour loi P, (loi du mouvement brownien
issu de x).

Preuve. Soit T un (ff)tzo—temps d’arrét fini p.s. On pose pour s > 0, B; = Bpys — Br.
i) Si T est déterministe.

Le résultat est vrai, c’est la propriété de Markov simple.
i1) Si T est un temps d’arrét simple.

Alors il existe une suite (¢,,) de temps positifs telle que >~ (T = t,,) = 1. Soient A € Fr
et ¢ : C([0, +oo[, R) — IR mesurable bornée. Alors, par Fubini

Ella¢(B)] = ) Ellalr—t, 6(B)]
n=0
Sur Pévénement {T' = t,}, B, = B" on B" est le processus défini par B = B, ., — B,

D’apreés la propriété de Markov simple, B" est indépendant de F, et a méme loi que B.
Comme IzI7—; est F; -mesurable, on a

ne

E[HA¢(B)] = Z E[Ialr—, JE[¢(B)]
n=0

E[IL]E[¢(B)]-

Donc la propriété est vraie pour les temps d’arrét simples.
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i11) Si T est un temps d’arrét p.s. fini.
Il existe une suite (73,) de temps d’arrét simples telle que p.s. liIJIrl T,="1T.
n—-+oo
On note B? = Br, s — Br,. On sait que le processus B" est indépendant de Fr, et a méme
loi que B. ~
Comme T,, > T, on a Fr C Fr,, donc B" est indépendant de Fr. Par ailleurs,

~ n—-+o0o . 4
B" "—" B uniformément sur les compacts.

Donc B est indépendant de Fr et a méme loi que B. A

2.3 Application : principe de réflexion

Théoréme 2.11 Principe de réflexion
Soit B un mouvement brownien et S; = sup{Bs : 0 < s <t} pour ¢t > 0. Soit a >0 et b € R
avec b < a, on a
]P(St > G,Bt < b) = IP(Bt > 2a — b)
En particulier, pour tout ¢ > 0 fixé StL:Oi|Bt|.

Attention : il n’y a pas égalité en loi des processus S et |B|. En effet, S est un processus croissant
et pas |B|.

Preuve. Soit b < a. On note T, = inf{¢t > 0: B; = a}.

On remarque que {S; > a} = {T, < t} et donc

]P(St > a, Bt < b) = IP(Ta < t,Bt < b)

On note B; := Br,4+ — Br, = Br,++ — a. D’aprés la propriété de Markov forte B est un
mouvement brownien indépendant de Fr,. Donc,

P(T, <t,B,<b) = P(T,<t B, <b—a)

t
= / P(T, € ds) P(B;_s <b—a)
0

t
= / P(T, € ds) P(B,_, > a —b) par symétrie
0
= P(T,<t,B_1, >a—b)= P(T, <t, B, >2a—b)
Par ailleurs,

]P(St > a) = ]P(St > CI,,Bt > a) + ]P(St > CI,,Bt < a)
= IP(B;>a)+ IP(B;>a) parle principe de réflexion
IP(|B:| > a) par symétrie.

Théoréme 2.12 Loi du logarithme itéré (Khintchine, 1933)

B
p-s.  limsup i =1

t=0" /2tloglog 1
Remarque 2.13 On peut remplacer B; par |B;| par symétrie du mouvement brownien.

Preuve.

i) Majoration.
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Soit @ > 1 et r € (0,1). Par scaling, on a Sy» L:Oi\/r”Sl, d’ou

P(S,n > ay/2rnFlloglog(r—)) = P(S; > ay/2rloglog(r—m))
2 P(B; > a+/2rloglog(r—m))

2
< exp (—a?rloglog(r—™
< 7 p( glog(r™"))
< cste n_“zT.

En choisissant r tel que a?r > 1, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, p.s. pour n assez grand

Syn < ay/2rn+1loglog(r—n).

Pour t assez petit : ¥t <t <" alors By < Spn < ay/2tloglog(1/t), alors

. B
p.s.  limsup ————= < 1.

t—0%F 1/2tloglog% a

On va utiliser I'indépendance des accroissements du brownien.
Rappel : Minoration de la queue gaussienne : Soit N ~ A(0,1), pour S > 1 et x assez grand,

i1) Minoration.

P(N >z) > e P2,
En effet,
,@ZL’ 2 202
P(N >z) > / eV 2dy > x(f—1)e /2,

xT

Soit w < 1 et r € (0,1).

IP(Byn — Byni1 > av/1—ry/2rnloglog(r—)) = P(N > ay/2loglog(r—"))

—B%a2loglog(r™™)

Y

e pour 3 > 1 et r assez petit

242
= csten P
En choisissant 3 > 1 avec a?3? > 1, on reconnait le terme général d’'une série divergente.

Donc, du fait que les événements sont indépendants (par indépendance des accroissements du
mouvements brownien), d’apres le lemme de Borel-Cantelli, p.s. infiniment souvent,

B'"- Bfl
L >aV1l—r+ et

2rm loglog(r—m) V/2r* loglog(r—m)

D’apres le premiere partie de la preuve, on a donc p.s. infiniment souvent,

Oé\/?’l“"+1 lOg log(r—") - a\/ﬁ n B,,.n+1

277 log log(r—") V/2rnloglog(r—m)

o . Lot . .
Par symétrie du mouvement brownien, B'=" — B, p.s. infiniment souvent,

B,
e >aovl—r—aVlr.
2rmlog log(r—"m)

aV2r =

En prenant, a proche de 1 et r aussi petit que 'on veut,

B
p.s. limsup >,

t=0"  /2tloglog 1 B
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Chapitre 3

Processus et martingales en
temps continu

1 Quelques rappels sur les martingales en temps discret

(voir [4])

On considere un espace filtré (€2, F, (Fp)n>0, P). On note Foo =V 50 Fa-

Définition 1.1 Une suite de variables (M, )n>0 est dite adaptée a (Fp)n>0 si pour tout n >,
M, est F,-mesurable.

Une suite de variables (M,,)n>0 est une (F,)n>o-sousmartingale discréte si elle est adaptée et
si pour tout n > 0,

Mn c Ll et Mn S E[M71,+1|-7:71,]'

Une suite de variables (M,,)n>0 est une (F,)n>o-surmartingale discréte si elle est adaptée et si
pour tout n > 0,

M, € L' et M, >E[M,1|Fn)

Une suite de variables (M,,),>0 est une (F,)n>o-martingale discréte si elle est adaptée et si
pour tout n > 0,

M, € L' et M, =E[M,1|F.]

Proposition 1.2 Inégalité de Jensen conditionnelle
Soit M € L'(F), G une sous-tribu de F et ¢ une fonction convexe telle que (M) € L*(F),
alors

¢ (E[MI|G]) < E[p(M)|G].

Remarque 1.3 Si (M,,),,>¢ est une (F,,),>o-sousmartingale, alors (M), >0 et (M, Irr, > )n>0
sont des (F,)n>o-sousmartingales, pour C' € IR.

Proposition 1.4 Si (M,),>0 est une (F,)n>o-martingale et ¢ une fonction convexe, telle que
Vn >0, p(M,) € L*. Alors (o(My))n>0 est une (F,),>o-sousmartingale.

27
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1.1 Martingales et temps d’arrét
Définition 1.5 Une v.a. T & valeurs dans [0, +00] est un (F,)n>o-temps d’arrét si Vn > 0
{T'=n}eF,.

On définit la tribu Fr la tribu des événements antérieurs a T
Fr={AeFo:AN{T=n}e€F, Vn>0}

Proposition 1.6 1. Soit (M,),>0 une (F,),>o-martingale (sur ou sous) et T un (F,)n>0-

temps d’arrét. Alors (M),>0 une (F,),>o-martingale (sur ou sous), ot Ml = Mzp,.

2.5iY € L, alors E[Y | Fr] = ZHEWE[Y\fn]HT:n.

Prewve. 1. M = My lr>n + Mrlre, est bien F,,-mesurable et dans L' et

E[M:z+1|~7'—n] = E[Mn+1|~7'—n]HTZn+1 + Mrlrcpyr = Mg

2. Soit Z € L*(Fr)

EYZ] =Y EYZlr—p]=E|Z | Y Ir—nE[Y|F,]
nGTV nETV

Théoreme 1.7 Théoréme d’arrét
Soit (My,)n>0 est une (F,),>o-martingale (sur ou sous). Soit T" et S deux (F,,)n>o-temps d’arrét
et T borné. Alors sur {S < T}, E[Mry|Fs] = Mg (resp. < et >).

Preuve. Supposons que S < T.
Si S = p déterministe et comme T borné par K. (M), <o est une martingale, donc pour n > p

E[Mf|Fp] = M, = Mrpp et comme Mj: = Mz on a le résultat.

Si S est aléatoire,
E[Mr|Fs] =Y E[Mp|Folls—n = Y  Myuls—p = Ms.

Cas général, on pose S = S AT. On a E[My|Fz] = Mgz. Comme sur {S <T}onaS =S, on
obtient le résultat.

A

1.2 Inégalités importantes
Proposition 1.8 Lemme Maximal Soit C' > 0.
Si (My,)n>0 est une sousmartingale, alors

P(sup M,, > C) < — supE[M,].

n

Ql=

Si (My,)n>0 est une martingale, alors

P(sup M,, > C) < — sup E[|M,,].

n

Ql =

Si (My)n>0 est une surmartingale positive, alors

1

P(sup M, > C) < EE[MO].
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Preuve.

1. On considere le temps d’arrét T = inf{n > 0 : M,, > C}. On pose 7, = T A n, d’ou
CH{TnSn} <M, = Mjn car C > 0. On utilise alors le théoreme d’arrét

C P(r, <n) <E[M'] <E[M]].

et on fait n — +oo.

2. M,, et —M,, sont des sousmartingales.
3. De méme on a Clps,y < M, et par le théoreme d’arrét E[M,, ] < E[M].

Proposition 1.9 Inégalité du nombre de montées

1. Soit (My)n>0 est une surmartingale et m%b(n) le nombre de montées de a a b effectuées
par M avant I'instant n. Alors

2. Soit (M,,)n>0 est une sousmartingale et mgffb(n) le nombre de descentes de b & a effectuées
par M avant I'instant n. Alors

Bl (n)] < —

my(n)] < T—E[(M, — b)*]

Preuve. On remarque que 2. implique 1. car — M, est une sousmartingale et mé\ffb(n) = m:y_b(n).

Prouvons 2. On décrit les périodes de descente avec la suite croissante de temps d’arrét suivants :
To=0,T) = 1nf{n <0:M, > b}, T = 1nf{n <Ty:M,< CL}7 . Tgp_l = mf{n < Tgp_g :
M, > b}, Tgp = mf{n < Tgp_l M, < a}, .

Pour tout p, Myuat,,_, — b est une sousmartingale positive sur {Tp—1 < n}. On a donc

0 S ]E[(M'n/\Tgp_1 — b)Hsz—lfn] S ]E[(Mn/\TQP — b)HT2p_1 Sn] (théoréme d’arrét)
0 < E[(Mg,, — b)In,,<n] + E[(My, — b)Iz,,_, <n<m,]
0 < (a—b) P(Thy < 1)+ E[(M, — ) ln,, ,<ne,]

Par conséquent,
(b—a)Y_ P(myy(n) <p) <D E[(My —b)'Ir,, ,<nem,]
P P

c’est a dire
(b — a)E[m{%,(n)] < E[(M, —b)*].

Proposition 1.10 Inégalité de Doob

Soit (M,,)n>0 est une martingale (ou sousmartingale positive), Vp,q > 1 tels que 1 =

1
_|_ =,
AIOIS

1
P
|| sup [M|[[, < g sup [[Mh||p,
n<N n<N
ol ||.||, est la norme LP.

Preuve. 1l suffit de montrer que si X,Y sont deux v.a. positives telles que VC > 0

CPY >C) <E[XIysc]
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alors Vp,q > 1 tels que 1 = = +

1.1
P q

Yl < all X|lp-

En effet, car si M martingale alors | M| est une sousmartingale positive, il donc suffit d’utiliser
le résultat avec Y = sup,, <y |Mpn| et X = [M,| (en adaptant la preuve de Doob).
Si f est une fonction positive croissante cad telle que f(0) = 0, alors

E[f X/ ~df(

En prenant, f(y) = y?, on obtient le résultat. AN

1.3 Théoremes de convergence

Définition 1.11 Une famille de v.a. (X;);cs est dite uniformément intégrable (U.I.) si

lim sup]E[|X 1L x,|>a] = 0.

a—400 ;o

Exemple 1.12 SiVi € I, | X;| < X avec X € L', la famille (X;);cs est uniformément intégrable.

Sidp > 2, sup,¢; E[|X;[?] < oo, la famille (X;);er est uniformément intégrable.

Théoréme 1.13 Soit (X,,),>0 une suite de v.a. et X € L.

proba

1
X, 5o X st X, P2 X et (X,)pso UL

Convergence p.s.

Théoréme 1.14 Soit (M,),>o une sousmartingale a valeurs dans IR telle que sup,, E[M,[] <
00, alors il existe M, € L! telle que

M, — My

n—-+o0o

Preuve. Le nombre de descentes vérifie E[m. b(lN)] < 00, donc mé\{b(lN) < 00 p.S.

Soit N ’ensemble de mesure sur lequel ma’b(oo) = oo pour tout a,b € Q. Soit w ¢ N. Si M;(w)
ne converge pas, alors il existe a,b € Q :

liminf My (w) < a < b < limsup My (w).

Contradiction, donc la martingale converge p.s.. Notons M, sa limite.
Par ailleurs, comme |M,,| = 2M,;" — M,, et —M est une surmartingale, on a

E[|M,]] < 2E[M,] — E[Mo]
Donc sup,, E[|M,|] < co. D’aprés le lemme de Fatou,

E[|Ms]|] < liminf E[|M,|] < supE[|M,|] < oo
n

Donc My € L*. A
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Convergence en moyenne

Théoréme 1.15 Soit (M,,),>0 une martingale. Il y a équivalence entre les propriétés suivantes :
1. 3Z € L* tel que Vn € IN M,, = E[Z|F,],
2. (My)n>0 est UL,
3. (My)n>0 converge dans L.

On a alors Z = M, la martingale est dite fermée, i.e. (M")ne]TV est une martingale.

Preuve.

1 = 2 : Par Jensen
E|Mn|ljar,>a] < E[Z| 1, >a)-

Par ailleurs, en utilisant 'inégalité de Markov

E[Z]]

P(|M,| > a) < o

Comme Z € L', limg 4 0 SUp,, <o E[| My |Tjaz,5a] = 0.

2 = 3 : d’apres le théoréme précédent, on a M,, converge p.s. vers M., donc converge dans L*
car U.L

3=1:0naM, =E[M,4,|F,] pour tout p > 0. Comme I'espérance conditionnelle est continue
sur L', en faisant tendre p — +oo, d’ou le résultat.
A

Corollaire 1.16 Soit (M,,),>o une surmartingale positive, alors (M,,),>o converge p.s. et dans
L' vers M, et (M")ne]TV est une surmartingale.

Corollaire 1.17 Soit (M,,) une sousmartingale indexée par —IN ou Z, i.e. F,, C Fpy1 et
M, = E[M1|F,] pour n < 0.
Alors M,, converge quand n — —oo p.s. et dans L. Par conséquent, (Mn)nejv sous martingale.

Preuve. En effet, pour tout n < 0, E[(X,, — b)T] < E[(Xo — b)"] < co. Il y a donc convergence
p.s. Par ailleurs, M,, = E[My|F,,] pour tout n < 0. La martingale est donc U.L. A

2 Processus en temps continu
Soit (Q, F, (Ft)t>0, IP) un espace probabilisé filtré.

Définition 2.1 Soit X = (X;,t > 0) un processus défini sur (Q, F, (F;)¢>0, P).
Le processus X est dit mesurable si I’application
X :[0,0[xQ — FE
tw) — Xi(w)
est mesurable par rapport & B([0, oo[) ® F.
Le processus X est dit adapté si Vt > 0 X; est F;-mesurable.
Le processus X est dit progressivement mesurable (ou progressif) si Vt > 0 I’application
X:0,t]xQ — F
(s,0) = Xi(w)

est mesurable par rapport a la tribu B([0,¢]) ® F;.
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Définition 2.2 Soit X = (X;,t > 0) un processus. La filtration naturelle de X est définie par
FX =0(Xs,0<s<t).

Remarque 2.3 1. Si (F{X);>0 est la filtration naturelle de X alors X est adapté & (F;X):>o.
2. Un processus progressif est adapté (la réciproque est fausse).

3. Un processus mesurable et adapté admet une version progressivement mesurable (preuve
compliquée, voir Meyer, Probability and Potentials, p. 68, 1966).

Exemple 2.4 1. Considérons une suite de temps 0 < t; < ... <tp, et Y;,,...,Y;, desv.a.
telles que Vi Y;, est Fy,-mesurable. On pose tg = 0 et t,,41 = +00.
On définit le processus X par : X; = Y}, pour ¢ € [t;,t;41]. Alors X est progressivement
mesurable.

2. Si la filtration est complete, un processus X adapté dont les trajectoires sont continues a
gauche (cag) est progessivement mesurable.

Preuve.
1. Soit B € £, ou & tribu sur F.
{(tw) : Xew) € BY = |l tia[x{w € Q: Vi, (w) € B € B(0, +00]) & .
i=0

Donc X est mesurable et en regardant la restriction & [0,¢] on montre qu’il est progressi-
vement mesurable.

2. On approche le processus X par X' = X;p-n surt € [k27", (k+1)27"[, k € {0,...,2"—1}.
Le processus X" est progressivement mesurable et comme X est cag, V¢ > 0, p.s. X' —

n—-+4oo

X;. Donc X est progressif.
A

Proposition 2.5 Soit X un processus adapté et continu & droite (cad) alors X est progressif.

Preuve. On définit X{* = X (g4 1)0-n surt € [k27", (k+1)27"[. Le processus X" est (Fyy2-n)¢>0-
progressif et comme X est cad V¢ > 0, p.s. X/ -~ X:. Donc X est (Fypo-n)i>0-progressif.
n—-—+oo -

On fixe t > 0 et on définit maintenant Xg = Xlyy_o9-n + X¢lls—;. Ce processus est mesurable
par rapport & B([0,t]) ® F;. Par ailleurs, quand n — +oo, X"— X pour s < t. Donc la res-
triction de X & [0,¢] est mesurable par rapport & B([0,t]) ® F, i.e. X est progressif. A

Proposition 2.6 Soit X un processus progressif et 7" un (F;);>o-temps d’arrét. Alors X 170y
est Fpr-mesurable.

Preuve. Supposons T' fini. On fixe ¢t > 0, X|jo4 est B([0,t]) ® Fi-mesurable et T'Ijp<y est
JFi-mesurable. Par composition, X1 ]I{Tgt} est Fi-mesurable. Donc X7 est Fpr-mesurable. A

Remarque 2.7 On pose T = R'. Quand on parle de loi d'un processus ou d’indépendance de
processus, il faut voir un processus comme une variable aléatoire & valeurs dans IR” muni de sa
tribu produit (ou tribu de Kolmogorov) B®T. La tribu B®T est la plus petite tribu qui rend les
projections p; : IR — IR mesurables. Il existe une unique mesure de probabilité sur (ZRT, B®T)
“compatible” avec les lois finies dimensionnelles du processus (Théoréme de Kolmogorov).

Propriété 2.8 Les lois finis dimensionnelles caractérisent la loi d’un processus.

3 Martingales en temps continu

Soit (2, F, (Fi)i>0, P) un espace probabilisé filtré.
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3.1 Definition et exemples

Définition 3.1 Soit M un processus adapté avec Vt > 0, M; € L'. On dit que
- M est une (Fy)i>o-sousmartingale si My < E[X;y4|F;] pour tout ¢,s > 0.
- M est une (Fy)i>o-surmartingale si My > E[M44|F;] pour tout ¢,s > 0.
- M est une (F;);>o-martingale si My = E[M;14|F;] pour tout ¢,s > 0.

Exemple 3.2 Exemple important de Martingale.
Soit Z € L' une variable aléatoire. Alors M = (M, t > 0) avec M; = E[Z|F;] est une martingale.

Exemple 3.3 Soir B un mouvement brownien et (F);>q sa filtration naturelle.
1. B est une (FP);>o-martingale.
2. (B? —t,t > 0) est une (F);>o-martingale.

3. (exp(aB; — a—;t),t > 0) est une (FP);>o-martingale, pour a € IR. Elle est appelée martin-
gale exponentielle.

Exemple 3.4 Si X est un processus & accroissement indépendants avec X; € L' pour tout
t >0 et (Fy)i>o0 sa filtration naturelle. Alors (X; — E[X,],¢ > 0) est une (F;);>o-martingale.

Remarque 3.5 Soit M et N deux martingales indépendantes telles que V¢ > 0 M;, N; € L?.
On note (F;)¢>o la filtration naturelle de (M, N).
Alors MN = (M;Ny,t > 0) est une (F;)¢>o-martingale.

Si on a juste M; et Ny indépendantes pour tout ¢ > 0, le résultat est faux en général.

Preuve. Par Cauchy-Schwartz, on a bien V¢ > 0 M,N; € L'.
Soient t,s > 0 et Y € F, telle que Y = Y1Y? avec Y € o(M,,s < t) et Y2 € 0(Ns,5 < t).
Alors

E[M;;sNyysY] = E[M;  YYE[N, ,Y?] par indépendance
= E[MY'E[N;Y? car M etN martingales
= E[M;N,Y] par indépendance.
Soit E ={Y € L>®(F;) : E[M4sNitsY] = E[M;N;Y]}. C’est un espace vectoriel qui contient
les constantes et stable par convergence monotone. Comme les variables de la forme Y'Y? avec

Y!eo(M,,s<t)et Y? € o(N,, s <t)engendrent L>°(F;), on conclut avec le théoréme de la
classe monotone. A

3.2 Premieres propriétés
On note D = U,D,, Pensemble des dyadiques, avec D,, = {k27 ",k = 0,1,...,2" —1}. On a
D,, C D41 et D est dénombrable dense dans IR.

Proposition 3.6 Inégalité Mazximale
Soit M une (F;);>o-martingale. Alors pour tout C' > 0

1

P( sup M, >C)<— sup E[|M;]].
se€[0,t]ND C 0<s<t
Si de plus M a des trajectoires cad,
1
P(sup My, >C) < sup E[|M;]]

s€0,t] C 0<s<t
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Preuve. On utilise I'inégalité Maximale pour des martingales discretes. On a

1 1
P( sup M,>C)<—= sup E[|M|]<—= sup E[|M;]]
s€[0,{jNDyy C se(0,4nDn C o<s<t

On obtient le résultat par convergence monotone quand n — +oo.
Par ailleurs, lorsque M est cad sup,eonp Ms = Subseo,1 M. A

Proposition 3.7 Inégalité de Doob
Soit M une (F;);>o-martingale (ou sousmartingale positive), p,q > 1 tels que 1 = zla + %. Alors

| sup [M|lp, < g sup [[M]lp.
s€[0,t]jND s€[0,t

Si de plus M a des trajectoires cad,

| sup [Mslllp < g sup [[Ms][p.
s€[0,t] s€[0,t]

Théoréme 3.8 Régularisation de surmartingales

Soit (2, F, (Fi)t>0, IP) un espace probabilisé filtré, avec (F;);>¢ satisfaisant aux conditions
habituelles (i.e. compléte et continue & droite).

Soit M une (F;);>o-surmartingale telle que ¢ — E[M,] soit cad. Alors il existe une version M
de M telle que

i) p.s. t — M, est continue & droite avec des limites & gauche (cadlag)
it) M est une (Fy)i>o-surmartingale.

Remarque 3.9 Si M est une sousmartingale, alors —M est une surmartingale !

Preuve. On considére un ensemble dénombrable dense D de [0, +oo[. On va montrer le lemme
suivant

Lemme 3.10 Soit (Q, F, (Fi)i>0, IP) un espace probabilisé filtré et M une (F);>o-surmartingale.
Alors avec probabilité 1 on a

i)Vt >0 M+ = lim M, existe, ainsi que M;— = lim M,

SN\t ,S€ED N\yt,8€D

1) Yt > 0 My > E[M+|F:], avec égalité des que la fonction s — E[M;] est continue a
droite (ce qui est le cas des martingales car I’espérance est constante). En particulier,
ona M+ € L.

i13) (My+,t > 0) est une (Fi+)>0 surmartingale.

En effet, pour prouver le théoréme & partir du lemme, il suffit juste de définir M, = \lim b M.
SNt,8€

C’est bien une version de M, car si I'espérance est cad et la filtration est cad, on a sur D
Mt = E[Mt|ft] = E[Mt|ft+] - Mt
car M; est Fyr-mesurable. De plus, M est une (F;)¢>o surmartingale cadlag.

Preuve du Lemme.

i) Existence de limites & gauche et & droite
D’apres I'inégalité maximale, pour N € IN on a sup,cjo njnp | M| < oo. Soient a,b € Q et
mﬁ{b(t) le nombre de montées de M le long de D de @ & b avant l'instant ¢. En tuilisant le
résultat sur les surmartingales a temps discret, on obtient

Bl ()] < 7= sup E[M, - a]].

— a 0<s<t

En particulier, m(]l\ffb(t) < oo p.s. En utilisant la méme démonstration que cele du Théoreme
on obtient que p.s. M admet des limites & gauche et & droite en tout ¢ > 0 le long de D.
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i1) Montrons que ¥Vt > 0 M; > E[M;+|F].

Soit ¢ > 0 fixé et (¢,) une suite décroissante de D qui converge vers t. On a M; — M+ p.s.
On note G, = Fi_, et Ny = My_, pour p < 0. Alors N est une (Gp)p<o-surmartingale sur
—IN. Donc elle converge dans L' d’apres le Corrolaire Donc My, — M+ dans L', d’ott
X+ € L' et My > E[M;, | F;] et par passage a la limite M; > E[M+|F;] p.s.

On a égalité si I'espérance est continue a droite, car alors

E[M] = lim E[M,;,]= nETOO]E[]E[Mtn|ftH = E[M+].

n—-+oo

i13) (My+,t > 0) est une (Fy+)i>0 surmartingale.

Comme M, est F;, mesurable, M+ est Fy+ mesurable. Soit ¢,s > 0, il existe (uy,), suite de
décroissante de D convergeant vers t + s. Soit 0 < € < s fixé. Alors

E[Mqs)+|Firel = nEIEOOE[Mun|ft+E] < My
On choisir alors (e,,),>0 décroissante vers 0 telle que t+¢,, € D. en utilisant encore le Corrolaire
lim E[M;s+ | Frie,] = B[Myg+| () Frpen) = E[Ms1)+|Fir] Dos. et dans L',

n—-+o0o
n>0

Comme M., — M+ p.s., le résultat est prouvé. A

3.3 Convergence des martingales continues

Théoréme 3.11 Soit M une (F;);>o-martingale continue & droite. On suppose que M est
bornée dans L', i.e. sup,q E[|M,]] < oc.
Alors M; converge p.s. quand ¢ — +o00. On note My, sa limite. On a de plus M., € L'.

Remarque 3.12 En général la convergence n’a pas lieu dans L!.

Preuve. Pour tout a < b le nombre de montée de a a b le long des dyadiques est fini p.s. car

E[mqy,(t)] < sup E[(M; — b)*].

— Q4 s<t

On fait tendre ¢t — 400 et donc E[mfb(oo)] < 00. La suite de la preuve est la méme que dans
le cas discret. A

Définition 3.13 On dit qu'un processus X est uniformément intégrable si

lim sup E[| X[l x,|>q] = 0.
a—+00 ¢>0

On dit qu’une martingale M est fermée s'il existe une v.a. Z € L! telle que
vt >0 M,=E[Z|F] ps.

Théoréme 3.14 Soir M une martingale cad. Il y a équivalence entre les propriétés suivantes :
1. M est une martingale fermée,
2. M est uniformément intégrable,
3. il existe M, € L' telle que limy 400 My = My, p-s. et dans L.
On a alors que p.s. My = E[M|F] -

Preuve. Méme preuve que dans le cas discret. A
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3.4 Théoréme d’arrét

Théoréme 3.15 Soit M une (F;);>o-martingale cad fermée. On note M, sa limite. Soit T un
(Fi)e>o-temps d’arrét. On pose My = My, sur {T = oo}.

Alors E[My|Fr] = M7 p.s. et le processus arrété MT = (Mgp,t > 0) est encore une martingale
uniformément intégrable de valeur terminale M.

En particulier, E[M7] = E[My] = E[M].

Preuve.

i) T déterministe.
Evident.

it) T temps d’arrét simple.

On note tg, 1, ... les valeurs prises par T. On a My = M;, sur {T = t,}. Par ailleurs, My est
Fr-mesurable car M est cad, d’ou progressivement mesurable.
Soit A € Fr. Par Fubini, on a

E[MocIa] = > E[MuIalr—y,] = > E[M,;, InIr—,] = E[M7l,]

Donc E[Mu|Fr] = Mr.
i1) Cas général.
Il existe une suite décroissante de t.a. simples T"™ qui converge p.s. vers T
On a E[MOOU:T"] = MTn, d’ou E[Moo‘fT] = E[MT”V:T} (en effet fT - an)
Par ailleurs, M, converge vers Mr, car les trajectoires sont cad. Montrons que cette convergence
a lieu dans L1.
Notons pour p <0 G, = Fr-». On a G, C Gp11.
Notons N, = Mp—». Alors N est une (Gp),<o-martingale indexée par —IN (car la suite de t.a.
est décroissante). Elle converge donc dans L' d’apres le Corollaire E
Par conséquent, My, converge vers My dans L' et donc E[My|Fr] = Mr. A

Remarque 3.16 Sous les hypotheéses du théoréme, on a E[My|F] = Miar.

Remarque 3.17 1. Le théoréme s’applique aux martingales cad bornées.

2. SiT est borné, il suffit de supposer la martingale M cad. (En effet, siT < 1, My = E[M|F]
donc fermée sur Uintervalle de temps [0, 1].)

Attention : Le théoreme ne s’applique que lorsque la martingale est fermée ou le temps d’arrét
borné. En effet si B est un mouvement brownien (c’est bien une martingale), en posant T, =
inf{t >0: By =a}, on a By, =a et E[By] =0 # a = E[Br,] pour a > 0.

Corollaire 3.18 Si T et S sont deux t.a. bornés avec S <T et M une martingale cad, alors

E[Mr|Fs] = Ms.

4 Processus de Poisson

Le processus de Poisson est notamment utilisé pour modéliser les files d’attente comme par
exemple les arrivées des coups de téléphone a un central téléphonique.

Définition 4.1 soit A > 0 et (S,,),>1 une suite de v.a. indépendantes de loi exponentielle £()).
On pose T, = S1+...4+S,. On définit alors le processus de comptage N = (Ng, ¢ > 0) & valeurs
dans INU {o0}

N, = Z Lir, <t}-

n>1

Ce processus est appelé processus de Poisson d’intensité .
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Définition 4.2 On définit (FN )i>0 la filtration naturelle complétée du processus de Poisson.

Remarque 4.3 On peut aussi écrire le processus sous la forme
Ny =sup{n >0:T, <t}

Inversement, on remarque que 75, est un (F});>o-temps d’arrét,
T, =inf{t > 0: Ny = n}.

Sit>s,ona

Nt _ Ns = Z]I{S<Tn§t}'
n>1

Théoréme 4.4 Un processus X a accroisssements indépendants et stationnaires (PAIS) cad
vérifie la propriété de Markov forte.

Preuve. Voir Chapitre 2, Théoreme [2.10 VAN

Définition 4.5 Equz’valente du Processus de Poisson.
Un processus de Poisson N = (N¢,t > 0) d’intensité A est un processus de comptage cad tel
que

i) N(0) =0

i1) N est un processus & accroisssements indépendants et stationnaires.

i4i) pour tout ¢t > 0, N(t) suit la loi de Poisson P(At).

Preuve.
=] Soit N un processus de Poisson au sens de la Définition On a bien N(0) = 0. Soient
0<t—1<ty<...<t—mn,alors N(t+s)—N(t)=>, 5 Lii<r, <t+s}- Comme

{Nt:k} = {Sl—|—+5k§t<51+—|—sk+1}
siki,...,k, € IN, en posant K; = k1 + ...+ k; on a alors

P(Ny, = k1, Nyy — Ny, = koy oo Ny, — Ny, = k)
= P(Ny =k, Ny, =ko+ky,...,Ny, = K,)
= PS1+...+Sk, <t1 <S14+...+8k,41,51 +...+ 5k, <tz <
Si+ ...+ Skpt15--, 51+ —&-SK,LSt <Si+4 ...+ 8k, +1)

e LA
/ /]R A HH{51+ Sk, Sti<S1 S 1} A5 - S K, 41
+

On conclut apres quelques calculs horribles....(voir par exemple [2])
Vérifions maintenant que N (t) ~ P(At). Comme T, suit la loi Gamma(n, A), pour n > 1

P(N;=n) = P(T,<t)— P(T,1 <t)
t n n+1
= / e~ )\73"_1— A s" ) ds
0 (n—1)! n!
Y (A2)"

n!

Pour n =0, IP(N; =n) = P(S; > t) = e .

|< Soit N un processus de Poisson au sens de la Définition Un tel processus vérifie la
propriété de Markov forte.

Posons T, = inf{t > 0 : N; = n}. Pour tout n > 0, T, < o p.s. car pour tout ¢t > 0 N (¢) suit
la loi de PoissonP(At). On définit S; = T4 et Spy1 = Th1 — Tn.
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Montrons que S7 suit la loi exponentielle :

IP(Sl >t 4 S) = IP(Nt+S = 0) = ]P(Nt = O,Nt+5 = O)
= P(N, =0) P(Nyps — Ny = 0) = P(N; = 0) P(N, = 0)
]P(S1 >t 4 S) = ]P(S1 > t) ]P(Sl > 8) qud.

Comme T, est un (ftN)tZO—temps d’arrét, les variables S; = T; — T;_1 sont fﬁb—mesurable, pour
© < n. Montrons que S,,4+1 est indépendante de .7-':1}1 et & méme loi que Sy.

On remarque que Tp41 = inf{t > T,, : Ny =n+ 1}L:an +inf{t > 0: N, = 1} ou N est un
processus de Poisson indépendant de }"}V car N est un PAIS. Par conséquent

P(Syy1 > tFN ) = P(Tpyr — T, > t|FY ) = P(Sq > t)

Théoréme 4.6 Propriété de Markov forte

Soit N un processus de Poisson.

Soit T un (F});>o-temps d’arrét fini p.s.. On note N’ le processus définit pour s > 0 par
N! = Npys — Np. Alors le processus N’ est indépendant de FX et a méme loi que N.

Théoréme 4.7 soit N un processus de Poisson d’intensité A. Alors les processus suivants sont
des martingales :

i) N = (N, — M, t>0),
ii) (N — At)? = Xt t > 0).
N est appelé processus de Poisson compensé.
Preuve. On utilise le fait que N un est PAIS (voir les exemples de martingale liés au Brownien).

A

Remarque 4.8 On peut voir le processus de Poisson comme une mesure aléatoire sur (IR, B(IR)) :
la mesure de l'intervalle [s,t] est N(]s,t]) = N; — Ns.

Remarque 4.9 Le mouvement brownien et le processus de Poisson font partie d’une classe
plus grande de processus : les processus de Lévy (processus cad & accroissements indépendants
et stationnaires).



Chapitre 4

Semimartingales et calcul
stochastique

Dans une situation déterministe, on intégre une fonction mesurable par rapport & une mesure.
Dans la situation aléatoire, on va intégrer des processus progressifs par rapport a des semimar-
tingales (semimartingale=martingale locale + processus & variation finie).

1 Processus a variation bornée

1.1 Notion de variation bornée dans le cadre déterministe, mesure de
Stieljes

Soit T' > 0.

Définition 1.1 On dit qu'une fonction f de [0, 7] & valeurs dans IR continue avec f(0) = 0 est
a variation bornée ou finie s’il existe deux fonctions croissantes '+, F'~ : [0,T] — IR telles que
f=F"—F".

Remarque 1.2 On peut toujours supposer que FT(0) = F~(0) = 0 et que les fonctions
F*, F~ sont continues.

Preuve. Une fonction croissante admet des limites & gauche et a droite en tout point. Comme f
est continue, les sauts ont lieux en méme temps et se compensent...on peut donc les “évacuer“. A

Rapppel : Soit F' une fonction croissante cad sur IR, alors il existe une unique mesure ~y sur
(R,B(IR)) définie par : pour tout a < b y([a,b]) = F(b) — F(a~). La mesure v est appelée
mesure de stieljes associée a la fonction F, notée dF. Par exemple, pour F'(xz) = x on retrouve

la mesure de Lebesgue, pour F' = I, | . on retrouve la dirac .

Une décomposition f = F'T — F~ n’est pas unique. Cependant, il existe une ”décomposition
minimale“ au sens suivant :

Définition 1.3 Soit f une fonction & variation bornée sur [0, T']. Il existe une unique décomposition
f=Ft—F  ouF*, F~ :[0,T] — IR croissantes pour laquelle les mesures de stieljes y* = dF'™

et v~ = dF~ associées & chaque fonction soient étrangeres : i.e. il existe deux boréliens BT et
B~ tels que

i) yH(B*) =~7([0,T]) et v~ (B~) = v ([0, T]),
ii) yH(B7) =~ (B") =0.
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Preuve.
i) Existence

On considere une décomposition de f : f = HT — H~. Alors H = HT + H~ est une fonction
croissante. On note v la mesure de stieljes associée & F, vt =dH* et v~ =dH".

Pour tout borélien B, on a v(B) > v/~ (B), donc par le théoreme de Radon-Nikodyn il existe
des fonctions mesurables gt et g~ de [0, 7] dans [0, 1] telles que

v(dt) = gt (t)v(dt) et v (dt) =g (t)v(dt).
On pose g = g™ — g~. On a pour tout ¢ € [0,T],

O =10~ H ()= [ glolds)
0,¢]
On pose f+(t) = g(O,y>0. 7 (dt) = F*(E11(dt) et FH(t) = [, dH(db).
De méme, on pose f~(t) = —g(t)lyt)<o, Y (dt) = f~(t)y(dt) et F~(t) = f[O,t] dy~(dt).
Les fonction F* et F'~ sont croissantes, les mesures 4 et 4~ sont étrangeres (car & supports
disjoints) et on a encore

f)=F*(t) - F(t).
i1) Unicité
Soit f = F* — F'~ avec les mesures de stieljes ¥ et 4~ associées & chaque fonction étrangeres.
On définit la mesure signée p = v+ —~~. On remarque que u ne dépend pas de la décomposition

car 1([0,t] = f(t).

Soit B un borélien de [0,T]. On a
vH(B) yT(B’) pour tout borélien B’ C B

wu(B") pour tout borélien B’ C B

sup{u(B'),VB' C B}

AVARAVARAYS

En fait, on a v*(B) = sup{u(B’),VB’ C B} (les mesures y* et v~ étant étrangeres). Ceci
assure 'unicité car p ne dépend pas de la décomposition. A

Remarque 1.4 Si f = FT — F~ est la décomposition canonique et si f = HT — H~ une autre
décomposition. Alors la fonction Ht — F* = F~ — H~ est croissante.

Preuve. On introduit les mesures de Stieljes v, v~ des fonctions H+ et H~. On pose v =
vt 4+ v~ Il existe deux fonctions kT et &~ & valeurs dans [0, 1] telles que vt (dt) = kT (dt)v(dt)
et v~ (dt) = k= (dt)v(dt). Alors par unicité de la décomposition canonique, la mesure de Stieljes
de F* vérifie v" = Iyysok(t)dv(t) ot k= kT — k™.

Par conséquent, H*(t) — F*(t) = v ([0,t]) — v ([0,]) > 0. A

Définition 1.5 Soit f une fonction & variation bornée et f = FT — F'~ sa décomposition
canonique. On appelle variation totale de f, notée |df| la mesure de stieljes associée & FT+ F~.
Pout toute fonction mesurable h avec [ |h||df| < co, on définit l'intégrale de h par rapport a la

mesure df sur Pintervalle [0, ¢], notée f[o 9 h(s)df (s) ou encore fg h(s)df(s) :

h(s)df(s) = | h(s)dF"(s)— | h(s)dF"(s).
/ot /[O,t] /

[0,7]

Remarque 1.6 1. La fonction ¢t — fg h(s)df(s) est & variation bornée et sa décomposition
canonique est,

( /O "B (s)dF (s) + /0 t h—(s)dF—(s)) _ ( /0 B (s)dFH(s) + /O t h‘(s)dF‘(s))

ouht=hVvO0eth™ =hAO.
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2. Associativité de lintégrale : si f est une fonction a variation bornée et h, g des fonctions
mesurables bornées, alors en notant f’(t) = fot h(s)df(s) on a

t t
| s = [ s,
0 0
On peut faire le lien entre le variation totale de f et sa variation sur les subdivision de [0, 7] :

Proposition 1.7 Soit une fonction a variation bornée, alors

[df1([0,T]) = sup{}_ |/ (t) = f(ti-)I}

ou le sup est pris sur les subdivisions A = (t1,ta,...,t,) de [0,7T].

Preuve. On a pour tout ¢, | f(t;) — f(ti—1)| < |df|[ti—1 — t;], d’on
sup{ ) _|f(t:) — f(ti—1)[} < |df|([0,T)).
i=1

Il suffit de regarder les suites de subdivisions (Ay,),>0 de [0, 7] emboitées (A, C A,41) de pas
|A,| tendant vers 0. On note A,, = (¢7,...,t", ).

My

d
On considérons I'espace probabilisé filtré (2 = [0, T], B([0,T]), (Fn)n>0, P), avec IP = -

4710, 7)
et F, la tribu engendrée par les intervalles [t7, ¢}, ] i € {1,...,m, — 1}.

On note g la densité de df par rapport a |df|, g est a valeurs dans {—1, 1}. On définit la martingale
M,, = E[g|F,]. C’est une martingale fermée, donc converge dans L' vers M. Comme F,, = F,
Moo = g. En particulier, E[[M,|] — E[|g|] = 1 quand n — +oo.

Explicitons la martingale M, :

1

M) = Pl [l Pls) siw el
F(t2) — S02)
@0, 7)) P2 2]

Donc )
S )~ fe]
|df1([0,T7) n—o0

ce qui acheve la preuve. A

EHMn” = 1,

1.2 Notion de variation bornée dans le cadre aléatoire

Soit (Q, F, (Ft)t>0, IP) un espace probabilisé filtré.

Définition 1.8 On dit qu'un processus X est a variation bornée s’il est continu, adapté, avec
Xo =0 et si p.s. pour tout 7' > 0 la fonction ¢ — X;(w) est & variation bornée sur [0, T].

On dit qu’un processus X est croissant s’il est adapté, avec Xy = 0, a trajectoires croissantes

et continues p.s.

Propriété 1.9 Soit H un processus progressivement mesurable et X un processus a variation
bornée avec pour presque tout w :

/0 H ()| X ()] < oo

Alors le processus H.X défini par (H.X):(w) = ft

o Hs(w)dXs(w) est un processus a variation
bornée.
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Remarque 1.10 Associativité de I'intégrale pour les processus & variation bornée : Soient H, K
des processus progressivement mesurables et X un processus a variation bornée, on a

K.(H.X)=(KH).X

Preuve. Comme Papplication (s, w) — Hg(w) sur [0, t] x © est mesurable par rapport a B([0,t])®
Fi, Vintégrale (H.X )¢ (w) = fg Hy(w)dXs(w) est définie pour presque tout w.

Par ailleurs, pour presque tout w, la fonction ¢t — (H.X):(w) est & variation bornée.

On doit maintenant montrer que le processus H.X est adapté.

On considére E; I’espace vectoriel des processus H bornés mesurables par rapport & B([0, t]) ® F;
pour lesquels (H.X); est F;-mesurable. Il contient les constantes et est stable par convergence
monotone bornée.

Cet espace contient la classe des processus élémentaires : on considere une subdivision (¢1, ..., t,)
de [0,t] et des ensemble A; € F;

Hy =) Tt lIa,
i=1

car (H.X); = Z;;l Xy, 14, est bien F; mesurable. Par ailleurs, cette classe est stable par mul-
tiplication.

Donc d’apres le théoreme de convergence monotone, comme les ensembles {s < t;} N A; en-
gendrent la tribu B([0,t]) ® F;, on obtient le résultat. A

Remarque 1.11 Le mouvement brownien n’est pas un processus a variation bornée car il est
nul part dérivable. On ne peut donc pas construire de cette maniére l'intégrale par rapport au
brownien (voir [6] pour plus de détails).

2 Martingales locales et leur crochet

Soit (2, F, (Fi)i>0, IP) un espace probabilisé filtré avec les conditions habituelles (filtration
continue & droite et complete).

Définition 2.1 Un processus M est une (F;);>o-martingale locale s’il existe une suite croissante
de (Fy)i>o-temps d’arrét (T,,),>0 avec liIJlrl T, = +o0 p.s. telle que
- - n— oo

i) My est Fo-mesurable,

i1) pour tout n > 0, (Myar, — Mo, t > 0) est une (F;);>o-martingale.

La suite de temps d’arrét est dite réductrice pour la martingale locale M.
Remarque 2.2 On n’a pas besoin d’hypothese d’intégrabilité sur Mj.

Remarque 2.3 Une martingale est une martingale locale, mais la réciproque est évidemment
fausse.

Attention il ne faut pas appliquer les théoremes sur les martingales aux martingales locales
avant localisation.

Proposition 2.4 Si M est une martingale locale, il existe une suite de temps d’arrét bornés
(Sn)n>o telle que pour tout n > 0, (Mirg, — Mo,t > 0) est une martingale uniformément
intégrable.

Preuve. Si M martingale locale et (T,),>0 une suite réductrice de M. Alors (T}, An)p>o réduit
M par le théoreme d’arrét. En posant S,, = T,, A n, temps d’arrét borné, on a par ailleurs,
(Mins, — Mp,t > 0) est une martingale U.L A
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Proposition 2.5 Si (Sy,)n>0 et (Th)n>0 sont deux suites réductrices de temps d’arrét finis p.s.
de M, alors (S, ATy)n>0 réduit également M.
Par ailleurs, quand M est une martingale locale continue, on peut toujours prendre

T, =inf{t > 0:|M; — My| = n}.

Preuve. Le premier résultat est di au théoreme d’arrét.

On pose T,, = inf{t > 0 : |M;, — My| = n} et on considere (Sy,)n,>0 réductrice de M.

On peut supposer My = 0 sans perte de généralité. Comme (Mng,,t > 0) est une martingale
et T,, A'm temps d’arrét borné, par le théoreme d’arrét, on a

E[MTn/\m/\Sk|ft] = MTn/\m/\Sk/\t

On fait tendre k et m vers +00, M1, amas,at — M, a+ €t par convergence dominée, E[Mr, ps, am|Ft] —
E[Mr,|F:]. Donc E[M7, |Fi] = Mr, a¢ p-s. Donc (T),)n>0 réduit M et par continuité des trajec-
toires (T},)n>0 croit vers 4oo. A

Proposition 2.6 Soit M une martingale locale.
1. Si My € L' et si pour tout t > 0, M; > 0 alors M est une surmartingale.

2. Sl existe A € L! tel que Vt > 0 |M;| < A, alors M est une martingale uniformément
intégrable.

Remarque 2.7 Si M est une martingale locale uniformément intégrable, en général M n’est
pas une martingale (cf [3] example 2.13 p182)
Preuve.

1. Soit (7},) une suite réductrice de M. On peut supposer My = 0 sans perte de généralité.
On a pour t > s, E[Mr, at|Fs] = Mz, as. On fait tendre n — 400 et on applique le lemme
de Fatou.

2. On utilise la méme raisonnement, en appliquant le théoréeme de convergence dominée.

AN

On ne travaillera désormais qu’avec des martingales locales continues.

On va maintenant comparer les martingales locales et les processus a variation bornée.

Proposition 2.8 Soit M une martingale locale continue, nulle en 0. Si M est a variation bornée,
alors M = 0.

Remarque 2.9 Si M # 0, il suffit de considérer la martingale locale M — Mj et on obtient
M = M().

Preuve. On considere la suite T, = inf{t > 0 : |M;| = n} de réducteurs de M et on définit
Sk =inf{t >0: fg |dM;| = k}. M™» est une martingale bornée.

Alors par le théoreme d’arrét (Miar, as,,t > 0) est une martingale bornée & variation bornée.
Il suffit donc de montrer le résultat pour les martingales bornées a variation bornée de variation
totale majoré par k.
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Soit A = {tg =0<t; <...<t, =t} une subdivision de [0,¢]. On a

_—
=) = E|S0r, o)
Li=0
_—
= E Z(MtHl—Mti)Z] car martingale
Li=0

p—1
sSup ‘Mti+1 - Mt1| Z ‘Mti+1 - Mti
1=0,...,p—1 i=0

IN
S|

p—1
< F sup L ‘Mt¢+1 - Mt¢| Z ‘Mtul - Mt1|‘|

1=0,...,p—

L i=0
- t
< FE sup  |My,,, — My, / dMS]
li=0,...,p—1 0
< kE sup |Mti+l - Mti :|
i=0,...,p—1

Comme M est uniformément continue sur [0,¢], par convergence dominée le terme de droite
converge vers 0 quand le pas de la subdivision tend vers 0. Donc pour t > 0 E[M?] = 0, d’ott
M; =0 p.s.. Comme M est continue, p.s. V¢t > 0 M; = 0. A

Définition 2.10 Un processus X est dit a variation quadratique finie si pour tout t > 0 la
limite en proba de Y,(Xy,,, — Xy,)? sur les subdivisions A = {0 =ty <t; < ... <t =1) de
[0,t] quand le pas |A| tend vers 0 est finie. On note

k—1
<X >p= lim Z(Xti+1 - Xt,i)Q
=0

aussi noté < X, X >;, et < X > est appelée crochet ou variation quadratique de M.

Remarque 2.11 < X >;=sup) (X,
(t1,...,t,) de [0,1].

Si H € L™ et X a variation quadratique finie, alors H + X et HX sont & variation quadratique
finle: <H+ X >=< X >et <HX >=H?> < X >.

. — X¢.)? ott le sup est pris sur les subdivisions A =
it+1 i

Théoréme 2.12 Soit M une martingale locale continue. Alors M est a variation quadratique
finie et < M > est I'unique processus croissant tel que M?— < M > soit une martingale locale.

Exemple 2.13 Si M = B le mouvement brownien, alors < B >;=t.

Preuve.

i) Unicité
Soient A et B deux processus & croissant tels que M2 — A et M? — B soient des martingales
locales. Alors par différence A — B est une martingale locale a variation bornée, donc A = B.

i1) Existence de < M >

Il suffit de montrer I'existence pour les martingales continues bornées nulle en 0. En effet, il
suffit de réduire la martingale locale par T;, = inf{t > 0 : |M, — My| = n}. Notons K la borne
de M.

Pour ¢; < s < t;41, on remarque que

E[(My,,, — My, )*|Fs] = E[(My,, — M)?|F] + (M — My,)*.

i+1 i+1
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Soit A = (t1,...,t,,...) une subdivision de IR" sans point d’accumulation. Pour ¢ > 0, il existe
k tel que t;, <t < tgy1. On note alors V,2(M) (ou juste V2 si pas d’ambiguité sur la martingale)
k—1
VvtA(M) = Z(Mt'i+1 - Mti)2 + (Mt - Mtk)2 (21)
i=1

En utilisant cette notation, pour s < ¢, il existe n < k tels que
k—1
‘/tA - VSA = Z(Mti+1 - Mti)2 + (Mt

i=n

— My,)* + (My — My, )* + (M, — My, )*.

n+1

Par conséquent, comme M est une martingale,

E[V;® — VA|F,] = E[(M; — M)?|F,] = E[M} — MZ|F] (2:2)
En effet, si k = n,
E[V2 - VAIF] = E[(M;— My,)* — (M — My, )?|F)
E[(M; — M)?|Fs] + (Mg — My, )? — (Mg — My, )>.
Sik=n-+1,
E[VA - VAIF] = E[(M, - Mtn+1)2 + (M, — My,)? = (Ms — My,)?|F]
= E[EKMt n+1 ‘ftn+1]|f5]
+E[(M,,, — Ms)?|Fs] + (Mg — My, )? — (MS — M, )?
= E[M2|F)-E[M? |F)+EM, |F]-

Par itération, on a le résultat quelque soit k£ > n.

Par conséquent (M2 —V;2,t > 0) est une martingale. On fixe maintenant ¢ > 0. On veut montrer
que < M >, existe.

Considérons une suite (A,,) de subdivisions emboitées de [0,¢] (A, C A,+1) dont le pas tend
vers 0. Soit 1 <n <p,ona A, CA,. Le processus X = (VSA" — VSA”7 s < 't) est une martingale
d’apres ce qui précede et en réutilisant avec X au lieu de M et comme (z+y)? < 2(x?+y?),

o (VA - V™)) = B[V, (X)] < 2(B[V, ™ (V)] + E[V; ™ (V)

Soit s, € Ap et ¢; le point le plus & droite de A,, tel que t; < sp < sp+1 < t41, alors

Vvsf+1 ‘/s%n = (M5k+1 - Mtl)2 - (MSk - Mtz)2
= (MSk,+1 - MS)«)(MSI«+1 + Msk - 2Mt;)
d’ott par définition (2.1) de V27 (V;A)
‘/;AP (‘/tAn) S ‘/;AP sup |M5k+1 + Msk - 2Mtl ‘2
k

et par Cauchy-Schwarz

Ay n Ap
E[V;™" (V2))? < Elsup [ My, + My, 2M,, |E[(V,™")?]

k41

Comme M est continue et bornée, le terme de droite converge vers 0 quand n,p — +00 a
condition que (E[(V}A”)Q])pzl soit borné.

On a
. k-1 2
(V;t p)2 = <Z(Mti+1 - Mti)2>
i=1
k—1
= 22 Z (My,,, — My)*(My,,, — My,)* + Z (Mg,,, — M;,)* en développant le carré
i=1 1> i=n+1

k—
= 22 ‘/tz+1 (Vvtwl ‘/tz + L+1 - 4

H

.
=
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Comme (M? — V;2,t > 0) est une martingale et M martingale,

AP AP
E[Vvt - ‘/:ti+1 |‘7:ti+1] = E[Mtz t1+1 ‘th+1] = E[(Mt L+1) |th+1]
Donc
A . A A A A =
E[(V;7)?] = 2> BBV, = Vo) FunJ(Vir = Vi) + D El(My,, — My,)Y
A =1
k—1 A A k—1
= 22 E Mt Mtz+1) (‘/tifl - an p)} =+ ZE[(Mti+1 - Mti)4]
=1 =1
S E (2 sup |Mt - Mti+1 |2 + sup |Mti+1 - Mti|2)‘/tAp
ie€{l,...,k—1} i€{l,....k—1}

Comme M est une martingale bornée par K, et comme (M? — V;*,¢ > 0) est une martingale,
on a E[V,**] = E[M2] — E[M2 — V5*] et V°r = M2, d'on

E[V;*"] < K2,

Par conséquent,
E[(V,2?)2] < E[12K2V,*?] < 12K*.

La borne est indépendante de k& donc de p.

Par conséquent, VtA" — VtA” converge dans L? et donc en proba quand p,n — +oo. Par
conséquent, la limite < M >, de Y,(My,,, — M,)? existe. Il suffit de considérer des sub-
divisions emboitées, car si A et A’ deux subdivisions, on peut construire une subdivision A
contenant les points de A et A’ (d’ott A C A et A’ C A, de pas par conséquent inférieur & ceux
de A et A’

Par ailleurs, par I'inégalité de Doob appliqué & la martingale (VA= v P)s<t , 0N a

Efsup [VA" — VA2 < este E[(VA — V,27)?).

s<t

Donc la convergence est uniforme sur tout intervalle de temps borné, donc < M > est continu
(convergence dans L? implique qu’il existe une sous suite qui converge p.s.).

Comme pour s < t, V2 < VA pour toute subdivision A, le processus < M > est croissant. Et
par passage a la limite dans on a M?— < M > martingale. A

Propriété 2.14 Soit M une martingale locale continue.

1. Si M est une martingale locale, et Xo € L*(Fp), alors < M + Xg >=< M > et <
XoM >= X2 <M >.

2. Les intervalles sur lesquels M est constante sont exactement ceux pour lesquels < M >
est constant.

3. Si M est une martingale locale nulle en 0 alors

<M>=0 & <M>=0 & <M>,=0.

4. Soit T un temps d’arrét, alors < M7 >,=< M >r.

5. Soit M une martingale bornée dans L? alors E[< M >.] = E[MZ2]. En particulier,
M?— < M > est une vraie martingale dominée par une variable de L' (donc uniformément
intégrable).

6. Réciproquement, si < M >,.€ L' et si My € L? alors M est une vraie martingale bornée
dans L? et M?— < M > est une vraie martingale dominée par une variable de L'.
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Preuve.
1. Evident d’apres la Proposition
2. Evident.

3. Si M = 0, alors M? martingale donc < M >= 0. Si < M >= 0, alors M constante
par définition du crochet et donc M = 0. Comme < M > croissant, < M >= 0 <
<M >.=0.

4. Evident par définition du crochet.

5. On peut supposer My = 0. M est une martingale fermée. Soit (7},) une suite de temps
d’arrét bornés réductreurs de M?— < M >. Alors E[MZ | = E[< M >, ]. Par convegence
dominée & gauche et convergence monotone & droite, on a E[M2] = E[< M >1_]. Comme
la limite est fini, on a < M > borné par < M >r_€ L'. Donc M?— < M > est une
martingale dominée par une variable de L!.

A

Définition 2.15 Soient M et N deux martingales locales continues, on définit le crochet de M
et N par

<M,N>:%(<M+N>—<M>—<N>).

Propriété 2.16 Soient M et N deux martingales locales continues.
1. < M, N > est un processus continu a variation bornée.
2. < M,N > est l'unique processus a variation bornée tel que MN— < M, N > soit une
martingale locale. Par conséquent, si M est N sont indépendantes, < M, N >= 0.
3. <M, M >=< M >
4. Si T est un temps d’arrét, alors < M, NT >=< MT N >=< MT NT >=< M,N >T

Preuve.
1. Evident

2. MN— < M,N >= 3[(M +N)? - M? - N?-<M+N>+<M>+<N>] Cest
bien une martingale locale. Soit B un autre processus a variation borné tel que M N — B
martingale locale. Par différence, on a forcément B =< M, N >.

3. Evident

4. Comme MN— < M, N > est une martingale locale, MTNT — < M, N >T est encore une
martingale locale, donc par unicité du crochet < M7, N7 >=< M, N >7. Par ailleurs,
pour t > T, < MT >=< M >r et < MT,N >=< M,N >1 +(< N >, — < N >7),
donc < M7 N >=< M,N >r.

A
Proposition 2.17 Soient M et N deux martingales locales continues. Alors
(M,N), = | iilrgo ;E:A(th — My,)(Nt,,, — Ni,) en proba.
Par conséquent, < .,. > est une application bilinéaire symétrique.
Preuve. 1l suffit de dévellopper < M + N >; en utilisant la définition [2.10 A

Proposition 2.18 Soient M et M’ deux martingales locales. On a M = M’ si et seulement si
pour toute martingales locales N on a < M, N >=< M’ , N >.

f’reuve 11 suffit de prendre N = ‘. . ) 9 A
e résultat est encore vrai sl on traval e avec des martingales bornées dans L~.
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3 Intégrale stochastique

Soit (2, F, (Fi)i>0, P) un espace probabilisé filtré, avec (F;);>o cad et complete.

3.1 Intégration par rapport au martingales continues bornées dans L>
Construction de ’intégrale

Définition 3.1 On note M? l'espace vectoriel des martingales continues nulles en zéro et
bornées dans L?. On le muni du produit scalaire :

(M, N)pz = E[MoNoo| = E[< M, N >.].
En effet, si M, N € M?, alors MN— < M, N > est une martingale uniformément intégrable.

Proposition 3.2 (M2 ||.||s2) est un espace de hilbert, olt [|M||y2 = E[M2]'/2 = E[< M >

]'/2. De plus, [[-[|am2 est équivalente & ||M|| = E[sup M2)V2,
>0

Preuve. 11 suffit d’utiliser la croissance de < M > et I'inégalité de Doob. L’espace est bien
complet, car (M2, ||.||) est complet. A

Exercice 3.3 Soient (M™),>0 une suite d’éléments de M?2.
La suite converge dans M?2 vers M si et seulement si pour tout ¢t > 0 < M"™, M >; converge
dans L' vers < M >, et < M™ >, converge dans L' vers < M >,.

Preuve. Le résultat est évident car < M™ + M >;=< M >; 42 < M"™" M >; + < M"™ >;. A

Définition 3.4 Soit M € M2. On note L?(M) I'espace vectoriel des processus H progressive-

ment mesurables tels que
“+o0

E[ H2d <M >, ] <ooc.
0

On munit 'espace de la norme
“+o0

|H|| 2y = B[ [ H2d < M >,]"°
0

Remarque 3.5 Comme < M >,€ L', L?(M) contient tous les processus progressivement
mesurables bornés.

Définition 3.6 On note £ 'espace vectoriel des processus H progressivement mesurables élémentaires,
ie. He Eslilexiste 0 =t < ... <t, <00 =tyt1, €t hg,...,h, des v.a. telles que Vi h; est
Fi,-mesurable bornée tels que

H = hOH{O} + Z hiH]ti,t1+1]‘
i=1
Remarque 3.7 Les processus de £ sont dits prévisibles. Pour tout ¢t > 0, H; est F;—-mesurable.

Théoréme 3.8 Pour tout M € M2, £ est dense dans L?(M).

Preuve.
i) Montrons que & C L?(M)
Soit H € &, alors H bornée donc H € L?(M).

i1) Soit H continu borné par K.
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On pose Hy' = Hanyja-nli<n. On a bien Hy' € €. Comme H continue, pour tout ¢t > 0 Hy*
converge vers H; quand n — +oo de fagon dominée par 2K . Donc la convergence a lieu dans

L2(M).

iii) Soit H progressivement mesurable borné par K.

t+1/n
On pose H' =n / H,ds. H™ est bien un processus progressivement mesurable continu et
t

borné par K. A w fixé, pour presque tout ¢ > 0, H}'(w) — Hi(w) quand n — +oo de fagon
dominé par 2K . Donc la convergence a donc lieu dans L?(M).
iv) Soit H € L?(M).

On pose H" = HI <, qui est bien un processus progessivement mesurable borné. Comme
H € L?>(M), H est fini p.s., H" — H; quand n — +o0. Par convergence dominée
+oo +oo
E[/ (H —H)’d <M >, | = E| H2L g, j5nd < M >, |
0 0

converge vers 0 quand n — +oc. A

Proposition 3.9 On munit L?(M) du produit scalaire
+oo
(H,K) 20 = B[ HK.d <M >,].
0
Alors (L*(M), ||-||r2(ar)) est une espace de hilbert.

Preuve. On utilise juste le fait que L' est complet et que la limite de processus progressivement
mesurables est progressivement mesurable. VAN

On introduit maintenant 'intégrale stochastique pour les processus simples :

Définition 3.10 Soit M € M2 et H € £ avec H = holoy + Y _ hill,,

i=1

t:11]- On définit alors

(HM)p = hi(My, ne — My, )
1=1
Remarque 3.11 1. H.M € M2
2. Pour H € et M,N € M? on a

t
< (H.M),N >t:/ Hd< M,N>=H. < M,N >;
0

Preuve.

1. Il reste juste & montrer que H.M est une martingale. Fixons ¢ > 0 et calculons la quantité
E[hi(My, ., nt— My, ne)|Fs] pour t > 5. On sait que (My,  a¢ — My, a¢)¢>0 est une martingale.
Pour s > t;, E[h;(M;, ., ne— My o) | Fs] = RB[(My, e — My no) | Fs] = hi(My, o ns — My, ps)-
Pour s < t;,

Blhi(Mione — Miae)|Fs] = E[E[hi(Me, e — Me,ae) | Fe ] Fs]
= E[hi(Myne — Meae)|Fs] =0
On a donc
E[hi(My, ynt — My ne)|Fs] = hi(My,  as — My ns)

Donc (hi(Mti+1/\t - tht))
gale.

>0 ©st une martingale, par conséquent H.M est une martin-
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2. Par bilinéarité du crochet il suffit montrer la propriété pour H = h;l, ;,,,;. Comme
MN— < M, N > est une martingale, on a M+ 1 N— < M, N >ti+1 et M N— < M, N >t
martingales. Par conséquent, (Mti+1 — M4 )N —(< M, N >t+1 — < M, N >*) martingale.
Comme h; € L®(F,), hi(Mt+ — M')N — hj(< M,N >ti+1 — < M, N >') est une
martingale (cf 1.), donc (H.M)N — [ Hyd < M,N >, est une martingale.

A

Théoréme 3.12 Soit M € M? fixé. L’application linéaire
& — M
H —~ HM

se prolonge de facon unique en une isométrie de L?(M) sur M2, notée encore H.M.
On appelle H.M intégrale stochastique de H par rapport a M et on note souvent

t
(H.M)t:/ Hdes:/ H,dM,.
10,4] 0

Preuve. L’application est bien linéaire. Par ailleurs, pour H € £

n

IHM|%e = E[(HM)L]=E[(Q hi(Me,, — M,))’]

i

i=1

= E[Z hi(My,,, — My,)?] car H.M martingale
i=1

tit1

= E[th(M2 — Mt%)} car M martingale
i=1

n
= E[th(< M, ., >— <M, >)] car M>~ < M > martingale
i=1

= |[HIZ2an

Comme & est dense dans L?(M) et M? espace de Hilbert, I'application se prolonge & L?(M)
en une isométrie. A

Comportement de P’intégrale vis a vis du crochet

Donnons tout d’abord une inégalité essentielle dans le calcul stochastique :

Proposition 3.13 Inégalité de Kunita & Watanabe (1967)
Soient M, N € M? et H, K deux processus progressivements mesurables. Alors p.s. pour tout
t>0,

1/2

t t t
/|HSKS\|d<M,N>S\§(/ H§d<M>S)1/2(/ K2d< N >,) (3.3)
0 0 0

Conséquence 3.14 Ona | < M,N > |2 << M >< N >.

Preuve. Par le théoréme de convergence monotone, il suffit de montrer I'inégalité pour H et K
bornés. Par ailleurs, il suffit en fait de vérifier

t t t
|/ H,K,d < M,N >, | < (/ H2d < M >, )1/2(/ KX <N>)" (34

0 0 0
En effet, si on note g la densité de la mesure de Stieljes d < M, N > par rapport a |d < M, N > |

(g est & valeurs dans {—1,1}). En remplagant H par g H sgn(HK) dans le terme de gauche de
(3.3), on obtient I'inégalité souhaitée.
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i) Cas ot HK =1, avec s < t.

On a en proba

Mt )(Nt Nt)

i1 i i+l i

|<M,N> —<MN>,| = lim ) (M,
\A\\Ot -
€A subdiv de [s,t]

< iimo( Z (My,,, — Mti)Q)l/Q( Z (Nt — Ntl)z)l/Z par Cauchy-Schwarz.
I I\ t, €A t,€EA
Donc par continuité des trajectoires p.s. Vi > s

|<M,N> —<MN>|<(<M>—-<M>)"*(<N>-<N>)".

i1) Cas H et K processus progessivement mesurables simples.

Soient 0 =ty < t; < ... <tp < 00 =tpt1, et hg,...,h, des v.a. telles que Vi h; € L>®(F3,) tels
que H = holijoy + > hille, 1,007 -

Soient 0 = 59 < 81 < ... < 8, < 00 = 5p41, et Ko, ..., kp des v.a. telles que Vj k; € L=(F,)
tels que K = kolljoy + > Kyl s,,4) -

On pose a;; =1t; V s; et bj; = tj41 A Sj11, alors

HE = hokolljoy + Y _ hikjlc,,

]

ou Cz’j :]aij, b”] si ai; < bij et Cij = () sinon.

Alors
t b”
\/HSKSd<M,N>S| = | > hikj/ d< M,N >, |
0 Z‘,j:Cij'#@ @ij
bij 9 1/2 bij 9 1/2
< > (| md<M>)7(] kKd<N>,)
1,5:C4, ;70 @ij @ij

tit1 Sj+1
gZ(/t h;4‘al<M>s)”2(/+k§d<z\z>s)”2
i,j i S

i t
< (/ H§d<M>S)1/2(/ K2d< N>, )"
0 0

iii) Cas H et K processus progessivement mesurables bornés.

Il existe deux suites de processus simples (H"),,>0 et (K™),>0 qui convergent respectivement
vers H et K de facon dominées. On conclut par le théoreme de convergence dominé. A

Proposition 3.15 Soient M, N € M? et H € L*(M). Alors

<HMN>=H. <M,N >:/ Hyd < M,N >, .
0

t
En particulier, < H.M >t:/ HSQd <M >,.
0

Preuve. L’égalité est évidente si H € £.
Si H € L?*(M). On approche H par une suite (H"),>o de £ D’apres l'inégalité de Kunita-
Watanabé, < H™.M, N >; converge dans L' vers < H.M, N >, pour tout N € M?2. A

On peut alors donner une caractérisation de l'intégrale stochastique (voir proposition [2.17]).

Proposition 3.16 H.M est 'unique élément de M2 tel que < H.M, N >= H. < M, N > pour
tout N € M2
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Théoréme 3.17 Soit M € M?2. Pour tout H € L*(M), H.M est 'unique processus de M? tel
que H.M € M? et pour tout N € M2

o0
(H.M, N) 2 :E[/ Hi,d < M,N >g].
i 0
Preuve. Considérons la forme linéaire sur M? définie par
NHE[/ Hyd < M,N >]
0
D’apres l'inégalité de Kunita-Watanabé et Cauchy-Shwarz, on a
oo (o)
IE[/ Hyd < M,N >,] < E[/ H2d < M >'PE[< N > "2 < ||H||p2(00) || N || m2
0 0

L’application précédente est donc continue. D’apres le théoreme de Riesz, il existe un unique
processus Z de M2 tel que YN € M?

(Z,N)pz =E[ |  Hyd < M,N >
0

Vérifions que Z coincide avec H.M. En effet, d’apres la proposition précédente, pour tout
N e M?
(HM,N)pz =E[< HM,N > ] =E[H. < M, N >].

Propriété 3.18 1. Compatibilité avec les temps d’arrét :
Soit M € M?, H € L?>(M) et T un temps d’arrét, alors

(Lo H).M =HM" = (HM)T,
c’est a dire

t tAT t
/ Ljo, 7y (s)Hsd M, = / H,dM, = / H.,dM?T.
0 0 0

2. Associativité de l’intégrale :
Soit M € M?, H € L*(M) et K € L*(H.M), alors KH € L*(M) et

(KH).M = K.(H.M),
c’est & dire

t t
/ K HydM, = / K d(H.M),.
0 0

Preuve. On utilise le fait que H.M est I'unique élément de M2 tel que pour tout N € M?2,
<HM,N>=H.<M,N >.

1. Pour tout N € M?

t
< (H[O,T]H)M,N >y = / H[O7T](S)Hsd < M,N >4
0

tAT t t
/ Hyd < M,N >,= / Hyd < M,N > r= / Hyd < MT N >,
0 0 0

2. Pour tout N € M?, en utilisant I’associativité de I'intégrale pour les processus a variation
bornée
<K.(HM),N>=K.<HM,N>>KH. <M,N >.
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3.2 Extension aux semimartingales continues

Définition 3.19 Un processus aléatoire X est une semimartingale continue s’il admet une
décomposition de la forme
X=M+A

ol M est une martingale locale continue et A un processus & variation bornée (adapté, continu
et nul en 0).
Une telle décomposition est unique, on parle de la décomposition canonique de la semimartingale

SiX=M+Aet X' =M + A’ sont deux semimartingales, on définit < X, X' >:=< M, M’ >.

Théoréme 3.20 Décomposition de Doob-Meyer

Soit X une surmartingale continue positive telle que pour tout T temps d’arrét, X” est U.L
Alors X admet une unique décomposition X = M — A avec M martingale et A processus
croissant

Proposition 3.21 Soient X et X’ deux semimartingales continues. Alors

(X, X", = |ii|I{0 Z (Xt;y, — Xi,)(Xi,,, — X},) en proba
t; EA

ot A={0=1ty<t; <...<ty="1) subdivision de [0, ]

Remarque 3.22 Si X ou X’ est & variation bornée, alors (X, X') = 0.

Preuve. L’égalité est vraie pour les martingales locales. Par Cauchy-Schwarz, on a

Z (Nti+1 - Nti)(Bt'H»l - Btl) < (Z(Nti+1 - Nti)2)1/2(Z(Bti+l - Bti)2)1/2'

t,€EA

Si B est a variation bornée, alors

Z |Bti+1 - Bti

Comme B est continu et a variation bornée, le terme de gauche converge vers 0. Par conséquent,
si NV est soit une martingale locale soit un processus & variation bornée, on a

< sup|B,

> (Bi,,, — Bi,)* <sup|By,,, — B, dB)([0,1).

— Bti

i+1

Nt )(Bti+1 - th) =0.
\AI\OtiEA

i+l i

D’otr le résultat en décomposant les semimartingales et en développant le produit (X, —
X,)(X1,., — X1).

tit1

Définition 3.23 On dit qu'un processus progressif H est localement borné s’il existe une suite
croissante de temps d’arrét (T,),>0 avec T,, — 400 p.s. tel que pour tout n > 0 le processus
arrété H™ soit borné.

Remarque 3.24 Si H est localement borné alors pour ¢ > 0, p.s. sup,«; |Hs| < oo. La
réciproque est fausse (par exple, prendre Hy non borné). B

Par contre, si H est continu et Hy borné, alors H est localement borné (prendre T,, = inf{t >
0: |Ht - H0| = TL})

Définition 3.25 On définit I'intégrale stochastique (H.X); = fot H,dX, d’un processus locale-
ment borné H par rapport a une semimartingale X par localisation successives.
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Supposons Xy =0 et X = M + A sa décomposition canonique.

On définit pour presque tout w, fg H,(w)dAs(w) sans probleme (dA(w) est la mesure de Stieljes
associée a A(w)).

Soit (T},) une suite croissante de temps d’arrét avec T, — 400 p.s. qui localise a la fois H et
M telle que M™ € M?2. Alors fot HIdMI» a un sens. Par ailleurs pour ¢t < Tj,, grace a la
compatibilité de 'intégrale avec les temps d’arrét, on a

t t
/ HImdMI = / HI"dMI
0 0

Il existe donc un processus, noté H.M, tel que sur {t < T,,} (H.M); = (HT».M™»),. On définit
alors
(HX),=(HM):+ (HA),.

Si Xo#0, ona HX = H(X — X,).

Proposition 3.26 Soit X une semimartingale et H un processus localement borné, alors H.X
est une semimartingale de décomposition canonique H.X = H.M + H.A.

Les propriétés de l'intégrale restent vraies :

Propriété 3.27 Soient X, X’ deux semimartingales locales et H, K deux processus localement
bornés.

1. Inégalité de Kunita & Watanabe : p.s. pour tout t > 0,

t t :
[ Hd < x. x> < ([ H2a<x ) K< x s
0 0 0

2. Compatibilité avec les temps d’arrét : Soit T un temps d’arrét, alors
(IormH).X =HX" = (HX)".

3. Associativité de l'intégrale :
(KH).X = K.(H.X).

4. Si X = M martingale locale nulle en 0, H.M est 'unique martingale locale telle que
< H.M,N >= H. < M, N > pour toute martingale locale V.

Convergence des intégrales stochastiques

Théoréme 3.28 Soit M une martingale locale avec My = 0 et H un processus localement
borné.
Soit (H™),>0 une suite de processus localement bornés tels que pour tout ¢ > 0

t
H" —H)?d<M>;, — 0 p.s.
s b
O n

— 400

Alors
t t
/ HYdM, — HydM, en probabilité.
0 0

n—-+oo
Preuve.Supposons My = 0.
Rappel : Théoréme de Lévy

Une suite de fonctions continues et croissantes qui converge simplement vers une
fonction continue sur un intervalle I, alors la convergence est uniforme sur 1.
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Soit T" > 0. Le processus t — fOt(Hg — H,)?d < M >, est croissant, donc la convergence est
uniforme sur [0, 7). En particulier, sup,, fot (H™)?d < M >4 est une fonction continue.

On pose Ay =< M >; +sup,, fOt(Hg)Qd < M >,. C’est un processus croissant (adapté, continu
et nul en 0).

On pose T}, = inf{t > 0: A; = k}. C’est une suite croissante de temps d’arrét qui converge vers
+00 p.s.

On a < M >, < k. Par conséquent, la martingale locale MT* est une vraie martingale bornée
dans L? (voir Proposition . De plus, on a H" € L*(M™*) car

t
/ (HM)?d < M™* >, < k
0
Par convergence dominée, on a

[H™ — Hl| 2 arme = E[/ (H" — Hy)?d < MT* >, — 0
0 n——4oo

Par isométrie, on a donc H™.M™* converge vers H.MT* dans M?2. Comme (T},) converge vers
400 p.s., on a le résultat. A

Proposition 3.29 Soit H un processus progressif continu avec Hy borné. Soit X une semimar-
tingale et A ={0 =19 <t; < ... <t =t) une subdivision de [0, ¢]. Alors

¢
(HX); = / HydX, = lim Z H;,(X,,, —X¢,) en probabilité
0 t,€EA

quand le pas |A| tend vers 0.

Preuve. Comme H est continu et Hy borné, H est localement borné.
On peut supposer Xg =0et Hy =0car H X = (H —Hy).X + HoX; — HoXo et HyX;— HyXo =
Z HO(Xti+1 - th)
On décompose X = M + A.
Considérons une suite (Ay),>o de subdivision de [0,%] dont le pas |A,| tend vers 0 quand
n — +o0o.
On a
Z th‘(Mti+1 - Mtz) = (HnM)t
t, €A,

ol H™ est le processus simple H" = Hy, sur |¢;,t;41] et HI' converge p.s. vers H car H continu,
d’ott comme H localement borné

n—-+00

t
/(H;L—HS)Qd<M>S — 0 ps.
0

¢

Dong, il y a convergence des intégrales stochastiques. Par ailleurs les sommes de ”Riemann*
converges par convergence dominée. VAN

Corollaire 3.30 Formule d’intégration par partie
Soit X,Y deux semimartingales continues. On a

t t
XY — Xo¥p = / X,dY, +/ YidXot < XY >, .
0 0

Conséquence 3.31 Le produit de deux semimartingales est une semimartingale.
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Preuve. Soit A une subdivision de [0,¢]. On a

Xt}/;f - XOK) = Z(Xti+1yvti+1 - Xt,,)/tl)
= ZXt1 (thwrl - thl) + Z Y%l (Xti+1 - th) + Z(th‘Jrl - Xti)(thHl - thl)

On obtient le résultat en passant a la limite. A

Exercice 3.32 Soit B un mouvement brownien et (57 )(t>0) sa filtration naturelle. Le processus
M; = B? —t est une martingale. Montrer que < M, B > est un processus gaussien dont on
déterminera la covariance.

Preuve. On remarque que M; = 2 f(f B,dB;. Par conséquent, < M, B >;= 2 fg B,ds. C’est bien
un processus gaussien (il suffit de voir I'intégrale comme limite de sommes de Riemann), centré
(Fubini), de covariance (Fubini)

t s t s t s
]E[2/ Budu2/ B,dv] = 4/ / E[B,By|dudv = 4/ / u A vdudv.
0 0 0o Jo 0o Jo

Le processus < M, B > est a variation borné, donc ce n’est pas une martingale. A

4 Que se passe t’il dans le cas cadlag?

On peut par exemple regarder les livres de Dellacherie-Meyer [4] et de Protter [§]. (Attention &
la définition de 'intégrale chez Protter!)

Soit (2, F, (Fi)i>0, P) un espace probabilisé filtré avec les conditions habituelles.
On définit 'espace des processus prévisibles 1'espace des processus (F;- )¢>o-adaptés et cag. On
définit I’espace des processus optionnels 'espace des processus (F;);>o-adaptés et cad.

Dans le cadre cadlag la décomposition d’une semimartingale en une partie martingale locale et
un processus a bornée n’est plus unique (on peut jouer sur les sauts), par contre si on impose
que le processus & variation fini soit prévisible, il y a unicité de la décomposition.

Proposition 4.1 Soit M une martingale locale cadlag de carré intégrable. On définit

M, = i M, )2
Ml = lim ) (M, — M)
t;EA
<M> = lim E[(My,,, — M:,)?|F,]
Al=0 2=

Les processus [M] et < M > sont & variations bornée, et < M > est prévisible.
Remarque 4.2 Si M est continue, on a [M]; =< M >;.

Théoréme 4.3 Décomposition de Doob-Meyer

Soit X une surmartingale cadlag positive telle que pour tout 7" temps d’arrét, X7 est U.I. Alors
X admet une unique décomposition X = M — A avec M martingale et A processus croissant
prévisible.

Proposition 4.4 Soit M une martingale locale de carré intégrable. Alors < M > est I'unique
processus prévisible tel que M?— < M > soit une martingale locale.
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On considere & I'espace vectoriel des processus H prévisibles élémentaires, i.e. H € £ §’il existe
0=t <...<t, <00 =tyt1, et ho,...,h, des v.a. telles que Vi h; est F;,-mesurable bornée
tels que

n

H = h()I[{O} + Z hiH]ti,ti+1]‘

i=1
On définit 'espace de Skorohod D des processus adaptés a trajectoires cadlag et I I'espace des
processus adapté a trajectoires ladcag.
Alors l'espace £ est dense dans IL pour la convergence en probabilité uniforme sur les compact
(notée ucp) : H™ converge vers H au sens ucp si

Vt >0, supg<s<; |H{ — H| converge en probabilité vers 0.

Définition 4.5 On définit le processus de sauts AX d’un processus X par
AXy = X — X-.

On peut alors définir 'intégrale stochastique H.X pour X semimartingale cadlag et H € L
comme limite ucp de H".X ou H™ € £. Alors H.X est une semimartingale cadlag. On a pour
t>s

t
/ HydXs = / H.dX, = H.dX, — HAX,.
S ]57t] [Svﬂ
Propriété 4.6 Soit X une semimartingales cadlag et H € L.
1. Si T est une temps d’arrét, alors (H.X)" = Hljo77.X = H.XT.

2. Le processus de saut A(H.X) est indistinguable de H(AX), i.e. p.s. les trajectoires ¢t —
A(H.X); sont les mémes que t — H(AX);.

3. Associativité : Si H,G € L, alors G.(H.X) = GH.X.

4. si X est une martingale locale cadlag de carré intégrable et H € L, alors H.X est aussi
une martingale locale cadlag de carré intégrable.

Remarque 4.7 Soit N un processus de Poisson d’intensité A > 0 et N le processus de Poisson
compensé associé a N. On note (7j) la suite des instants de saut de N. Soit H = Ijp 1), on a
HeDet

t t t
/ Hsts:/ Hsts—)\/ HstZ/ AN, ~ MEATY) = ~A(EATY).
0 0 0 10, tATy |

Ce n’est pas une martingale, ceci explique pourquoi on travaille avec des processus de L.

Théoréme 4.8 Soit X une semimartingale cadlag et Y e Dou Y € L.
Soit A,, une suite de subdivision aléatoire A,, = {0 =ty < t; < ... <t < +oo} de R* dont le
pas |A,| tend vers 0. On note

Y" = YOH{O} + Z Ytiﬂ]tz‘,tiﬂ]'
t, €A,

Alors le processus f]o " Y"dX, converge ucp vers / Y,-dXs.
’ 0

Propriété 4.9 Le crochet [.,.] vérifie alors pour X,Y semimartingales cadlag

1. Si X, Y martingales locales de carré intégrable cadlag, alors [X, Y] est I'unique processus
cadlag & variation finie nul en 0 tel que XY — [X,Y] martingale locale et A[X,Y] =
AXAY.

t t

2. Xth—XOYOZ/ XSdeS+/ Y, dX, +[X. Y],
0 0

3. A[X,Y] = AXAY.
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