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Chapitre 1

Espaces de probabilité, Vocabulaire
probabiliste

1 Espaces de probabilité

On ne peut pas toujours prédire avec certitude le résultat d’une expérience, on parle alors d’expérience
aléatoire. Par exemple, lancer un dé ou une piece de monnaie sont des expériences aléatoires. D’autres
phénomenes ne sont peut-étre pas aléatoires (comme la succession des nucléotides sur un brin d’ADN),
mais n’en connaissant pas tous les mécanismes, il peut étre utile pour pouvoir les étudier de les supposer
aléatoires.

L’espace fondamental est un triplet généralement noté (£2, F,P). L’ensemble € est un ensemble non vide
décrivant toutes des réalisations possibles d’une expérience. Un point w € €) est une réalisation particuliere
de cette expérience.

Exemple. 1. On lance un dé, on s’intéresse au chiffre obtenu. L’ensemble fondamentale est alors fini,
plus précisément
0 =1{1,2,3,4,5,6}.

2. On jette une piece autant de fois que nécessaire pour obtenir une fois "face”. L’ensemble fonda-
mentale est alors infini dénombrable. Si on note F' pour "face” et P pour ”pile”, on a

Q = {F,PF, PPF,PPPF,..., PPP---PPF,...}.

3. On ¢’intéresse a la durée de vie d’'une ampoule. L’ensemble fondamental est alors infini, non dé-
nombrable : 2 = [0, +o0[.

Au lieu de s’intéresser a toute ’expérience, on peut ne s’intéresser qu’a certains résultats. Un événement
A est une combinaison de résultats possibles. C’est un sous-ensemble de I’ensemble fondamental, A C Q
et on dit que ’événement A se réalise si w € A.

Exemple. On lance deux dés. L’ensemble fondamental est
Q={(1,1),(1,2),(1,3)...,(2,1),(2,2),...,(6,5),(6,6)}.

On peut considérer les événements suivants :

- la somme des points est 6 : A = {(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3)},

- la somme des points est un multiple de 3 :

B ={(1,2),(2,1), (1,5), (5,1), (2,4), (4,2), (3,3), (3,6), (6,3), (4, 5), (5,4), (6,6)}.
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On aimerait associer & un événement A un nombre P(A) qui rende compte des "chances” de réalisation
de A. Pour cela, on utilise la théorie de la mesure et on doit se limiter & un sous-ensemble F de parties
de Q appelé tribu des événements et on considérer une mesure de probabilité P sur (2, F).

Formalisons ces notions en utilisant ce que vous avez appris pendant votre cours de théorie de la mesure.
Les probabilités reposent sur la théorie de la mesure mais son vocabulaire est différent.

Considérons 2 un ensemble et P(Q2) = {A: A C Q} I'ensemble de ses parties.

Definition 1. Tribu
Une tribu F sur § est une classe de partie de ), i.e. F C P(2), telle que

1. Qe F,
2. si A€ F, alors A® € F, (stable par passage au complémentaire)
3. si pout tout n € N, A, € F, alors UpenAyn € F. (stable par union dénombrable)

Dans ce cas, (€2, F) s’appelle un espace mesurable et les éléments de F sont appelés événements.

Exemple. F; = {0, Q} est une tribu sur 2, appelée tribu grossiere, Fo = P(Q), F3 = {0,Q, A, A°}, ol
A C , sont aussi des tribus.

On remarque qu’une tribu contient (), est stable par union finie, par intersection finie et dénombrable, par
différence,...

Par ailleurs, une intersection quelconque de tribus est encore une tribu. Soit A C P(2), l'intersection de
toutes les tribus contenant A est une tribu qui par construction est la plus petite tribu contenant A. Cette
tribu est appelée tribu engendrée par A et on la note généralemant o(A).

Lorsque Q est un ensemble dénombrable on utilise souvent la tribu P(€2) et lorsque  est un espace
topologique, on utilise souvent la tribu borélienne B(£2), qui correspond a la tribu engendrée par la classe
des ouverts.

Exemple. La tribu B(R) est engendrée par les intervalles ouverts, et aussi par les intervalles du type
]s,t[ et encore par les intervalles du type ] — oo, t]. La tribu B(R?) est engendrée par les pavés du type
Ilgzl]si’tiL

Venons-en a présent a la notion de mesure de probabilité P.

Definition 2. Une mesure probabilité, ou plus simplement une probabilité, sur un espace mesurable
(Q, F) est une application P : F — [0,1] telle que

1. P(0) =0,
2. si Ay € F pour tout n € N avec Ay, N Ay = 0 pour n # m, alors

IP’(U An> =Y P(4y) (o-additivité),
neN neN
3. P(Q) =1

Le triplet (2, F,P), ou (€2, F) est un espace mesurable et P une probabilité, est appelé espace de probabilité
(ou espace probabilisé).

Exemple. 1. ([0,1],B([0,1]),\) ot A est la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Copyright () Héléne Guérin. Université de Remnes 1. 2017
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2. Mesure de Dirac sur (©2,P(2)) : Soit a € Q, pour tout A € F, on définit la mesure de Dirac au

point a par
1 si A
5a(A) = s?ae
Osia¢ A

3. Pour définir une probabilité sur (N, P(N)), il suffit de se donner une suite de réels positifs p,, tel

que cnPn = 1. Alors P = 37 - Pndn, ol 0, est la masse de Dirac en n, est une mesure de
probabilité sur (N, P(N)). On a alors P(A) = > ypala(n).

2 Propriétés élémentaires des mesures de probabilités

En terme probabiliste, une union [ J s’interpréte comme un "ou” et une intersection [ s’interpréte comme
un “et”.
Propriété 3. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et A, B et (Ap)nen des événements, alors
1. Si AN B =1, alors P(AU B) = P(A) + P(B) (additivité)
Si B C A, alors P(B) < P(A) (croissance) et P(A\ B) = P(A) — P(B).
P(A°) =1—-P(A)
P(Unendn) < ZnEN P(An)
st (Ap)nen suite croissante (i.e., Ap, C Any1), alors

G o

IP’(U An> = lim P(4,) =supP(4,)

neN nree neN

6. si (Ap)nen suite décroissante (i.e., Any1 C Ay ), alors
(1) - s
Remarque. En général on ne peut pas calculer P(AU B) a partir de P(A) et P(B). En fait, on a
P(AUB) =P(A)+P(B) —-P(AN B)
Cette formule se généralise pour plus de deux événements en utilisant une preuve par récurrence.

Propriété 4. Soit (Q, F,P) un espace de probabilité et Ay, Ag, ..., A, des événements de F, alors

n

P(O Ai> :iP(Ai) = (~1)FH! > P(A;, N Ay 0. N A).
=1 =1

k=2 1< <i2<... < <N

Par conséquent,
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—-PANC)-P(BNC)+P(ANBNC(C).

Démonstration. (Propriété [3))
1. Suffit de prendre A1 = A, Ay = B, A,, = 0 pour n > 3.
2. A= BU (AN B°) union disjointe et AN B°= A\ B.

Copyright () Héléne Guérin. Université de Remnes 1. 2017
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3. On le démontre par récurrence. On a Ay U Ay = A; U (A2 N AS) et Ay N A§ C As.

4. 1l s’agit de convergence monotone... mais on peut aussi vouloir le redémontrer! Comme union
croissante, A, = U}_; Ag. On pose B, = A, \ Ay, (avec Ay = ) événements disjoints et U}_, By, =
A,,. Par conséquent,

lim P(A,) = lim P B = i P(By) = P(B = P B | =P A |.
R (VEA IS SRS SECA NI SN (VL R (VR

o—additivité

5. Par passage au complémentaire.

3 Liminf et Limsup d’ensembles

On considere (2, F,P) un espace de probabilité et (A,)nen une suite d’événements. Deux événements
complexes mais tres utiles sont la limite inférieure et la limite supérieure.

Definition 5. On définit

linrgngn: U ﬂ A, et limsupA, = m U Ap.

n>1k>n n—o0 n>1k>n

On peut mettre en parallele les notions équivalentes pour les suites : Soit (uy,),en une suite réelle, alors
liminf,, ;o0 Upn = SUp,>oinfrsy ug et limsup,, o, un = inf, >0 supy,, ux qui correspondent respectivement
aux plus petite et plus grande valeur d’adhérence de la suite.

On remarque que liminf,, o A, C limsup,,_,., 4y, et (limsup,,_,, A,)¢ = liminf, . AS.

Démonstration. soit n fixé de fagon arbitraire. On a (., Ax C A, pour tout p > n, donc (., Ax C

Upsm Ap pour tout m € N et donc (,.-,, Ak C (51 Upsim Ap = limsup,,_,, Ay, et on conclut facilement.
O

Remarque. Soit (A,)nen une suite infinie d’événements.

1. Siw € liminf,, o Ay, alors An >0, Vk > n, w € Ai. Par conséquent, w € liminf,,_,, A, signifie
a partir d’un certain rang, tous les A, sont réalisés (ou tous les A, sont réalisés sauf un nombre
fini) .

2. Siw € limsup,,_, An, alorsVn >0, 3k > n, w € Aj. Par conséquent, w € limsup,, ., A, signifie
une infinité de A,, sont réalisés.

Propriété 6. Soit (A,)nen une suite d’événements. On a

nooo Ay €6 limsup g, = Tyimsup, |, A,

lim inf ]lAn = ]llim inf
n—00 n—o0

Démonstration. 1l suffit de le faire pour limsup. On a w € limsup,,_, ., A, si Vn, Ik > n, tel que w € Ay,
ie Vn, 3k > n 14, (w) = 1, soit inf,>gsupys,, 14, (w) = 1, soit limsup,,_,, L4, (w) = 1. L’équivalence est
claire. O

Propriété 7. Soit (A,)nen une suite d’événements. On a

P(lim inf An> < liminf P(A,) < limsupP(A,) < P(lim sup An>.

n—o0 n—o0 n—o00 n—00

Copyright () Héléne Guérin. Université de Remnes 1. 2017
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Démonstration. Soit By, = Jps,_1 Ak €t Cn = (Nysn_1 Ak Alors B, suite décroissante d’ensembles de
limite limsup A,, et C,, suite croissante d’ensemble de limite lim inf A,,. Par convergence monotone, on a

P(A,) < P(B,) — P(limsup 4,,) et P(A,) >P(C,) — P(liminf A4,)

11 suffit de prendre les limites sup et limites inf de P(A4,,). O

4 Classe monotone

On rappelle dans cette section un procédé d’extension des définitions de certains objets sur les tribus
apres les avoir définis sur une classe restreinte d’ensemble.

Definition 8. Une famille M de parties de Q est appelée classe monotone (ou A—systéme) si
1. Qe M,
2. M est stable par différence : lorsque A,B € M et B C A alors A\B € M,
3. M est stable par union croissante (si A, € M et A, C Apt1 alors Up=pA, € M).

Remarque. — Une intersection quelconque de classes monotones est encore une classe monotone.
— Une tribu est une classe monotone, car A\B = AN B€.
— Une classe monotone stable par intersection finie est une tribu.

Definition 9. Pour & C P(2), on appelle classe monotone engendrée par £ la plus petite classe monotone
contenant &, i.e. l'intersection de toutes les classes monotones contenant £. On la note M(E).

Theorem 10. Théoreme des classes monotones, Théoreme de Dynkin
Soit A une famille de parties de Q) stable par intersection finie (appelé w-systéme). Alors M(A) = o(A).

(Voir votre cours d’intégration pour la preuve.)
Une application bien connue du théoreme de Dynkin.

Theorem 11. Si deux probabilités Py et Py coincident sur A stable par intersections finies, alors elles
coincident sur o(A).

Démonstration. Soit M = {A € F:P1(A) =Py(A)}. Alors Q € M, si A,B € M avec B C A alors
A\ B € M (car P1(A\ B) =P1(A) —P1(B) =Py(A\ B)) et si (An)n>0 suite croissante de M, | J 4,, € M
(car P1(J An) = limy, 00 P1(A4,) = P2(|J Ar)). Par conséquent, M est une classe monotone, avec A C M
et donc M(A) C M. Comme A est un 7-systeme, par le théoréme de la classe monotone M(A) = o(A),
cqfd. O

Copyright () Héléne Guérin. Université de Remnes 1. 2017
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Chapitre 2

Variables aléatoires

Les variables aléatoires sont I’'objet de base de ce cours. Il s’agit de fonction du hasard dont nous présen-
teront dans ce chapitre les outils clefs pour leur étude.

Imaginons une personne jouant une partie de dés en 10 coups : a chaque lancer, il gagne 2 euros s’il obtient
un 5 ou un 6, un euro pour un quatre, rien pour un 3, perd un euros pour un 2 et trois euros s’il obtient
1.

Si on cherche & modéliser 'expérience, on peut prendre Q = {1,...,6}°, F = P(Q) et si le dé est
bien équilibré chaque configuration a la méme probabilité d’apparaitre, il est donc naturel de choisir
P({w}) = 67! pour tout w € Q. Pour le joueur, ce qui est intéressent, ce n’est pas la description de
I’expérience, mais juste le gain final qu’il va avoir. Bien entendu le gain dépend du résultat de 'expérience.
Le gain est une application sur €2 a valeurs dans {—30,...,20}. On parle de variable aléatoire

1 Définition et propriétés

Soit (2, F) et (E,E) deux espaces mesurables et X une application de © dans E. Pour B € £, on note
{X € B} l'image réciproque de B par X :

{(XeB}=X!YB)={weQ: X(w)e B}

Definition 12. Soit (Q, F,P) un espace de probabilité et (E,E) un espace mesurable.
On appelle variable aléatoire (v.a.) toute application X mesurable d’un espace de probabilité (2, F,P) a
valeurs dans un espace mesurable (E,&), i.e. X 1(&) C F.

Souvent (E,&) = (R, B(R)), on parle alors de v.a. réelle. Si (E,&) = (R%, B(R?)), on parle de vecteur
aléatoire. On peut alors écrire X = (X71,...,Xy) avec X; : (@, F,P) — (R, B(R)) variable aléatoire appelée
M€ marginale de X. Si (E,€) = (R*, B(RT)) alors X est dite v.a. positive et si (E,&) = (N,P(N)), X

est dite v.a. entiére.

Exemple. Une fonction étagée est une fonction qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Elle s’écrit
sous la forme X = >"" | x;14, avec A; € F et z1,...,2, € R (il n’y a pas unicité de la représentation).

Pour rappel, toute v.a. est limite simple de fonction étagées. Et si de plus la v.a. est positive alors la limite
peut-étre choisie croissante. (Voir votre cours d’intégration ou le TD 1).

Propriété 13. Si £ = o(C), X est une v.a. si et seulement si X 1(C) C F.

11
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Par conséquent si (F,€&) = (R, B(R)), X est une v.a. si et seulement si {X <t} € F pour tout t € R.
On rappelle par ailleurs que la mesurabilité est stable par composition. La somme, différence, quotient de
v.a. réelles est encore une v.a. Le max et le min de v.a. réelles est encore une v.a., la partie imaginaire et
la partie réelle d'un v.a complexe est une v.a. Si (X,,) est une suite de v.a., alors I'inf, le sup, les lim inf
et lim sup sont des v.a.

2 Lol d’une variable aléatoire

Definition 14. Soit X : (Q, F,P) — (E,E) une v.a.. On appelle la loi de X la mesure image Px de P
sur (E,&) par X : pour A €&

Py(A) =P(X € A) =P({w € Q: X(w) € A})

Dans le cas d’un vecteur aléatoire, X = (X1,...,Xy), la loi P(x, . x,) est appelée la loi jointe des
variables aléatoires X1,...,X,. Les lois des coordonnées de la variable s’appellent les lois marginales.

Propriété 15. La loi image Px est une mesure de probabilité sur (E,€E).

Démonstration. Vous avez déja vu en cours d’intégration qu'une mesure image est une mesure. Il suffit
donc de vérifier que Px est une probabilité, i.e. de masse 1 : Px(E) = P(2) = 1 car [P est une probabilité
sur €. 0

Par abus de notation, si A = {z}, on notera P(X = z) au lieu de P(X € {z}).

Exemple. On lance deux dés et on regarde X le minimum des deux chiffres obtenu. On a 2 = {1,2, 3,4, 5, 6}2
et X : Q —{1,2,3,4,5,6}, (wy,w2) — min(wy,ws) est bien une v.a. (car projection mesurable et min mesu-
rable). Les dés n’étant pas truqués il est naturel de considérer la loi uniforme sur Q, i.e. P({w1,w2}) = 1/36.
Par conséquent, on a

k 1 2 3 4 5 6
P(X =k) | 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36

On vérifie rapidement qu’il s’agit d’une mesure de probabilité, car la somme vaut bien 1.

Definition 16. On dit que deux variables X et Y a valeurs dans le méme espace (E,E) sont de méme
loi si Px =Py. On notera alors L(X) = L(Y) ou X Ly.

On remarque que deux variables peuvent avoir la méme loi sans pour autant étre définie sur le méme
espace de probabilité (on identifie seulement les mesures images).

Remarque. D’aprés le théoréme de la classe monotone, si € = o(C) ou C est stable par intersection
finie (m-systéme), alors X et'Y sont de méme loi si et seulement si P(X € B) = P(Y € B) pour tout
B € C. De méme, si p mesure de probabilité sur (E,E), dans ce cas, X suit la loi v si et seulement si
P(X € B) = u(B) pour tout B € C.

N

1
== Dans la suite, on aura tendance & introduire des v.a. en omettant de définir 1'espace (£2, F,P) sur
lequel on se place. Cependant, il ne faut jamais oublier qu’une v.a. est une fonction.

A partir de la loi d’un vecteur aléatoire, on obtient facilement les lois des marginales.
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Propriété 17. Si (X,Y) € E? est un couple de loi P(xyy, alors les lois marginales Px et Py de X et Y
sont données par : pour A € €

Px(A) = Pxyy(A X E) et Py(A) =Px,y) (£ x A)
Plus généralement, si on considére un n—uplet,
Px,(A) =P(x, . x,) (B x Ax E"),.
Démonstration. La preuve est évidente car {X € A} = {(X,Y) € A x E}. O

La loi d’un vecteur aléatoire détermine la loi de chacune des marginales, mais la réciproque est fausse. De
la loi des marginales, on ne peut pas en déduire (en général) la loi du vecteur.

Exemple. Soit (X,Y) un couple aléatoire de loi

1 1 1 5
Paxy) = 5000 + 3000 + 5000 + 500

et (U, V) un autre couple de loi

1 1 1
Pwyy = 1900 + 7001 + 5901
On a P(xy) # Py,y) et pourtant

1 1
Px =Py = 5504-5(51

1 3
Py = PV = 150 + 151

Definition 18. Soit X : (2, F,P) — (E,&) une variable aléatoire. On appelle atome de (la loi de) X
tout point x € E tel que P(X = x) # 0.

On appellera support d’une variable aléatoire X : (2, F,P) — (E, &) le plus petit événement S de E tel
que P(X € S) =1 (cet objet est mal défini dans le cas général, il faut juste en retenir le sens intuitif).
Dans la suite de ce chapitre, nous allons considérer des variables & valeurs réelles : (E, &) = (R, B(R)).

3 Fonction de répartition

Definition 19. On appelle fonction de répartition d’une variable aléatoire X : (Q, F,P) — (R, B(R)) la
fonction Fx définie sur R a valeurs dans [0, 1] par

Proposition 20. La fonction de répartition caractérise la loi d’un variable aléatoire, i.e. si X,Y deux
v.a. telles que Fx = Fy alors Px = Py.

Démonstration. La famille C = {] — oo, z], X € R} est stable par intersection finie et engendre B(R), on
conclut par le théoréme de la classe monotone. ]

Exemple. On lance deux dés et on regarde X le minimum des deux chiffres obtenu. Tracer la fonction
de répartition de X.
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Propriété 21. Soit Fx la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X .
1. Fx est une fonction croissante,
2. limy oo Fx () =0 et limy 4o Fx(x) =1,
3. Fx est une fonction continue a droite et admet une limite a gauche,
Fx(z7)=lim Fx(y) =P(X < z),

Yy—x
y<zx

4. P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a™),

5. si x n’est pas un atome de X alors Fx est continue a gauche en x (donc continue). L’ensemble
des points de discontinuité de Fx est l’ensemble des atomes de X.

Démonstration. L. Siz <y, ona{X <z} C {X <y} et donc par croissance de la mesure de
probabilité P, Fx(z) < Fx(y).
La fonction Fx étant monotone, elle admet des limites a gauche et a droite en tout point et
I’ensemble de ses points de discontinuité est au plus dénombrable.

2. limg— oo Fx(x) = limy— 40 Fx(—n). On pose A, =] — 0o,—n| qui est une suite décroissante
de boréliens avec ﬂn21 A, = 0. Par conséquent, lim, o Fx(—n) = Px(#) = 0. De méme,
lim, 400 Fix(2) = limy, 400 Fx(n). On pose A,, =] — 0o, n] qui est une suite croissante de boréliens

avec | J,,»; An = R. Par conséquent, lim,,, 1o Fix(n) = Px(R) = 1.

3. On introduit la suite décroissante A,, =|—o00,z+1/n]. Ona () A, =|]—oc0, ] et donc lim,_,,+ Fx(y) =
limy, 00 Fx (z+1/n) = limy, 00 Px (4,,) = Px(]—00,z]) = Fx(x). La fonction est continue & droite.
On introduit maintenant la suite croissante A, =] — oo,z — 1/n]. On a |J A4, =] — 00, z[ et donc
lim,_,,~ Fx(y) = limy, 00 Px(A45) = Px(] — 00, z[). La fonction est admet une limite a gauche qui
vaut P(X < z).

4. P(X € [a,b]) =P(X <b) —P(X <a) =Fx(b) — Fx(a™) car [a,b] =]oo,b]\] — o0, al.
5. En général, P(X < z) # P(X < z). En fait, P(X < z) = P(X < z) + P(X = x) car ensembles

disjoints et donc la fonction est continue en x si et seulement si x n’est pas un atome.

O]

Proposition 22. La fonction de répartition admet au plus un nombre dénombrable de points de discon-
tinuité. Une variable aléatoires réelle a par conséquent un nombre au plus dénombrable d’atomes.

Démonstration. Ceci est lié a la monotonie de la fonction. On peut aussi le redémontrer pour la cas
particulier des fonctions de répartition. Si on note D, = {x: Fx(x) — Fx(x~) > 1/n} l’ensemble des
points de discontinuité avec un saut d’amplitude supérieur a 1/n, comme Fx (z) € [0, 1], on a card D,, < n.
Donc I’ensemble des points de discontinuité D = Uy,>1D,, est dénombrable. ]

Theorem 23. Une fonction F : R — [0,1] croissante cadlag (continue a droite et limitée a gauche) avec
lim, oo F(x) =0 et limy_, 1 oo F(z) =1 est la fonction de répartition d’une v.a. X. De plus, I’ensemble
des points ou la fonction a un saut est I’ensemble des atomes de X.

Démonstration. (en exo)

La preuve est complexe si on souhaite construire X sur un espace de probabilité général (£2, F,P) et repose
sur le théoreme de Carathéodory. On se place dans le cas particulier (]0,1[, B(]0, 1[), A) ou A mesure de
Lebesgue sur ]0, 1[. Soit w €]0,1[. On note X (w) = inf {t € R : F(t) > w}. Ceci est bien défini car F est
croissante et F(R) = [0,1]. Si F est strictement croissante, alors elle est inversible et X (w) = F~1(w).
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X est une variable aléatoire car F' étant cadlag, elle est mesurable et donc {t € R: F(t) > w} est un
ensemble mesurable.

Montrons que {t € R : F(t) > w} = [X(w), +0oo[. On a de fagon évidente {t € R : F(t) > w} C [X(w), +00].
Par ailleurs, soit ¢t > X (w), alors par croissance F'(t) > F(X(w)) et par continuité & droite F/(X (w)) > w,
donc F(t) >wette {teR: F(t) >w}. CQFD.

Par ailleurs, vérifions que la fonction de répartition de X est bien F. On a, en effet,

P(X ):IP’(

O

Definition 24. Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur aléatoire de R?. On appelle fonction de répartition de
X la fonction définie sur R¢ par

FX(t) :Fx(tl,...,td) :]P)(] —OO,tl] X X] —OO,td]) :]P)(Xl <t1,...,Xd<td).

On remarque que la fonction de répartition de la i®™¢ marginale vérifie Fx,(ti) =lm¢; 100 Fx(t).
J#i

4 Exemples de variables aléatoires

4.1 Variables discretes

Definition 25. Une v.a. X : (Q, F,P) — (R,B(R)) est dite discréte si son support est au plus dénom-
brable.

Dans ce cas, son support est exactement ’ensemble A de ses atomes.
Rappel : La mesure de dirac §, en a € R est définie pour tout borélien A € B(R)

5a(A) = 1 sia€e A
1o siag A

Propriété 26. Si X est une variable aléatoire discréte alors sa loi est la somme pondérée des mesures
de Dirac en ses atomes
IP))( = E p15z7

€A
avec p, = P(X = x).
Démonstration. Comme A est au plus dénombrable et A = J, . 4 {2}, pour tout A € B(R), on a

Px(A) = Py (Am U {x}) =) Px(An{z}) =D P(X =z,zcd)=) PX =u1)i,(A)

reA €A r€A €A
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Copyright () Héléne Guérin. Université de Remnes 1. 2017



FONDEMENTS DES PROBABILITES - LICENCE 3

Remarque. Pour caractériser la loi d’une v.a. discréte, il suffit de donner l’ensemble de ses atomes et
d’exprimer P(X = x) pour tout atome x.

Proposition 27. Soit X une v.a. discréte et A = {x;:i € I} l'ensemble de ses atomes (supposés or-
donnés : x; < xiy1). La fonction de répartition Fx de X est croissante, constante sur chaque intervalle
[z, Tr11] avec un saut p, = P(X = x) en chaque atome i : pp = Fx(z) — Fx(Tg—1)

Démonstration. Si z < min(z;), alors Fx(x) = 0 et si > sup(z;), Fx(z) = 1 car en dehors du support.
Soient s,t € [xg, Tp+1[ avec s < t, Fx(t) — Fx(s) =P(X €]s,t]) =>_ P(X = ;) = 0 car la somme

iis<x<t
est vide. La fonction est bien constante par intervalle. O
Exemple. — Une variable aléatoire constante est discrete, X = ¢ a pour loi Px = 4.
— X une variable aléatoire qui prend les valeurs z;....,,x, avec probabilité respectives p1,...,p, a

pour loi Px = p16z, + ..., pn0z, -

— Lorsque tous les atomes ont la méme probabilité de se réaliser on parle de loi équirépartie (équi-
probable ou encore uniforme). Si X est équirépartie sur {x....,,z,} alors Px = % > ke Oy

— Si A e Fet X =14 alors X est discrete a valeurs dans {0,1} et Px = P(A)d + (1 — P(A))do.
Cette loi est appelée loi de Bernoulli B(p) avec p = P(A).
De maniere générale, une variable qui ne prend que deux valeurs suit une loi de Bernoulli.

— On appelle loi Binomiale B(n, p)avec n € N* et p €]0, 1] la loi d’une v.a. X a valeurs dans {0,...,n}

avec
n

k
Px = < >pk 1—pn_k5k.
kzzo )P (L =p)
On trouve cette loi quand on considere le nombre de succes dans une suite de n épreuves identiques
ayant chacune une probabilité de succes p.
— On appelle loi Géométrique G(p) avec p €]0, 1] la loi d’une v.a. a valeurs dans N* avec

]PX = Zp(l —p)k’_lék.
k=1

On trouve cette loi quand on considere la position du premier succes dans une suite d’épreuves
aléatoires identiques de probabilité de succes p.
— On appelle loi de Poisson P(A) avec A > 0 la loi d’une v.a. a valeurs dans N avec

Cette loi est souvent utilisée pour modéliser des événements rares.

Remarque. Soit X une v.a. discréte a valeurs dans {x; : i € I} et on note p; = P(X = x;). Soit
g : R = R une application mesurable. Alors Y = g(X) est une v.a. discréte a valeurs dans {y; :j € J} =

g({z; i€ l}) et
PY =y)= Y. i
i€l:g(zi)=y;
Démonstration. 11 est clair que Y est & valeurs dans g({z; : i € I'}). Par ailleurs, on a g~ '({y;}) =
{x; : g(z;) = y;} et donc

P(Y =y;) =P(go X =y;) =P(X (g7 '({y;})) =Px (97 '(m}) = D>, PX=um)
z; €97 ({y;})
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Rappel : Loi d'un vecteur aléatoire discret. Soit (X,Y") & valeurs dans A = {(z;,y;) : i € I,j € J}. Les lois
des marginales sont obtenues par projection : pour i € I, Px(2;) = P(X = ;) = ;o , P(X = 2, Y = y;)
et pour j € J, Py(y;) =P(Y =y;) = > ,c; P(X = 2;,Y = y;).

Exemple. On lance deux dés équilibrés. On note X le nombre de chiffre pair et ¥ le minimum des deux
chiffres. Donner la loi du couple (X,Y"). Calculer la probabilité de ne pas avoir de chiffre pair.

4.2 Théoreme de radon-Nikodym

Definition 28. Soit u et v deuzx mesures définies sur un espace mesurable (2, F). On dit que p est
absolument continue par rapport a v, noté u << v, si pour tout A € F,

v(A) =0 implique p(A) = 0.

Theorem 29 (Radon-Nikodym). Soient p et v deux mesures o—finies. Si p << v alors il existe une
fonction f: (Q,F) — R mesurable telle que

VAeF, u(A) = / fdv.
A

La fonction f s’appelle la densité de p par rapport a v. Elle est positive si les mesures sont positives.
Elle est souvent notée f = %' De plus, on a le lien suivant (sous condition que les intégrales soient bien

définies)
/ gdp = / gfdv.

Exemple. 1. soit p = 21@0 POk avec py des réels positifs, alors p << v avec v = 21@0 0 la mesure
de comptage sur N. La densité est donnée par f(k) = py.

Si p est une mesure finie alors f € L(v).

2. Soit A la mesure de Lebesgue. Aucune loi discrete n’est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue car une loi discrete possede des atomes : P(X = z) > 0 et A({z}) = 0. 1l
suffit d’avoir un atome pour qu’une loi ne soit pas absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue.

4.3 Variables a densité

On appelle variables a densité les variables dont la loi est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue. On note A la mesure de Lebesgue sur R.

Definition 30. Une variable aléatoire X est dite a densité f si Px << A, i.e.
VAe B(R) P(X e A)= / fdA.
A

On a alors P(X € [a,b]) = fab f(z)dz pour tout a,b € R.
On note f(z)dz la loi d’une v.a. X a densité.

Remarque. La fonction f est mesurable positive et fR f(z)dx = 1. De facon réciproque, une telle fonction
est une densité de probabilité.
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Exemple. 1. On appelle loi uniforme sur [a, b], notée U([a, b]) la loi de densité ﬁ]l[%b].
2. On appelle loi exponentielle de parametre a > 0, notée £(«), la loi de densité ae™**1,~¢. Cette
loi est souvent utilisée pour modéliser des durées de vie.
2
3. On appelle loi normale centrée réduite, notée N (0, 1), la loi de densité ﬁe 2.

—(z—m)?

4. On appelle loi normale de moyenne m et de variance o2, notée N'(m, 02), la loi de densité m}ﬂe 252

5. On appelle loi de Cauchy C de parametre a > 0 la loi de densité m

Proposition 31 (Lien entre fonction de répartition et densité). Soit X une variable aléatoire a densité
f. Alors sa fonctz'on de répartition vém'ﬁe

1. Vz eR, Fx(z)= [*_ f(t)
2. Fx est continue sur R.
3. Si f est continue en xg, alors Fx est dérivable en xy de dérivée F) (:Eo) = f(=o).
4. Si X wv.a. ayant une fonction de répartition F de la forme F(z f f(t)dt ou f fonction
mesurable positive, alors X admet nécessaire f pour densité.
Démonstration. 1. Vz e R, Fx(x) =Px(] — = [* [t

2. Ok, car pas d’atome.

3. Si f est continue en x(, donc définie sur un voisinage en xzg. Soit ¢ > 0, il existe § > 0 tel que
|t —xo| <0 = |f(t) — f(zo)| < e. Soit h tel que |h| < §. On a alors

xo+h
[Fx (20 + h) — Fx (w0) — hf(xo)| = / () — flao))dt

0

< g|h

Par conséquent, le taux d’accroissement (F'x (zo + h) — Fx(xg))/h converge vers f(zg) quand |h| —

0.
4. F étant une fonction de répartition, f est une densité car f o0 f(t)dt = lim,_,oo F(2) = 1. On intro-
duit p la mesure de probabilité définie par pu(A) = [, f A dt pour A € B(R). Cette mesure est abso-

lument continue par rapport a Lebesgue de den51te f. IP’ x et u coincident sur C = {] — oo, 2],z € R}
qui engendre B(R) et stable par intersection finie, donc Px = u et Px admet f pour densité.

O
Proposition 32. Une variable aléatoire X suit la loi normale N (m,0?) si et seulement si Z = X;m ~
N(0,1).
Démonstration. Si X ~ N (m,0?), alors la fonction de répartition de Z vérifie
P(Z<t)=P(X <ot+m)= /mmew dr_
oo V2ro
En faisant le changement de variable, y = (x — m) /o, on obtient
b2 dy
P(th):/_me2m.
Donc Z ~ N(0,1). La réciproque est évidente. O
18
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Par conséquent, si X ~ N (m,?), alors on peut écrire X = 0Z +m avec Z ~ N(0,1).

A
\

Avoir une fonction de répartition continue n’implique pas que la v.a. soit a densité. Les lois & densité
sont en fait absolument continues : on dit que la fonction F' est absolument continue sur [a,b] si, pour
tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour toute suite ([an,bn])nen de sous-intervalles de [a,b] d’intérieurs
disjoints,

> (bn—an) <6=> |Flan) — F(by)| <.

n=0 n=>0
En fait, F' est absolument continue sur [a, b] si et seulement s’il existe une fonction f intégrable sur [a, b]
telle que pour tout x € [a, b],

Plz) - Fla) = / " ).

Exemple. Une fonction continue, dérivable presque partout et de dérivée dans L' n’est pas forcément
I'intégrale de sa dérivée. En effet, I’escalier de Cantor est une fonction f : [0,1] — [0, 1] continue dérivable
presque partout (croissante) et de dérivée nulle presque partout.

On note K3 l'ensemble triadique de Cantor. K3 est un sous-ensemble compact de [0, 1] d’intérieur vide
donc totalement discontinu. Il est non dénombrable mais négligeable pour la mesure de Lebesgue. K3 =
Mpen Kn avec Ko = [0,1], K1 = Ko\|1/3,2/3[, ..., K, est la réunion de 2" ensemble disjoints de longueur
1/3" : K, =1, avec I, = [gn/3", qnt1/3"] et g = >, a;3" "¢ avec a; € {0,2}. Par conséquent,

Ks = {Zg’; L@, € {0,2}}.

n=1

On considere la suite de fonctions affines par morceaux définies sur [0, 1] de la fagon suivante :

fo(z) =z
f1(0) =0, f(1) =1, fi([1/3,2/3]) = 1/2

On construire la fonction f, 41 a partir de f, : sur chaque intervalle [u,v] ou f, est non constante, on
remplace f,, par la fonction linéaire par morceaux qui vaut M sur [(2u +v)/3,(2v +u)/3]. On a
par conséquent

‘fn-l—l(x) - fn(x)’ < 27"

et donc la série )~ (fn+1 — fu)(z) converge uniformément, i.e. (f,) converge uniformément. Sa limite
[ est par conséquent continue, croissante, avec f(0) = 0 et f(1) = 1. De plus f' = 0 sur K§ car celui-ci
est une réunion d’intervalles sur lesquelles f est constante.

Cas des vecteurs aléatoires a densité

Definition 33 (Densité en dimension d). Une fonction f : R — R est une densité de probabilité (en
dimension d) si

— f est positive : ¥Vt € R, f(t) >0,

— [ est intégrable d’intégrale 1 : [pq f(t)dt = 1.
Un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xy) suit la loi de densité f si pour tous les pavés Hle[a,-, b;| de R?,

b1 ba
]f(t)dt = / o f(tr, . tg)dt . dtg.
a;,b; a a

d

P((X1,..., Xa) € T [a;, b)) :/

L |
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Proposition 34 (Théoreme de changement de variables, pas fait en cours). Soit X un vecteur aléatoire
de RY de densité f et g : RY — R un difféomorphisme (bijection continument différentiable, ainsi que
son inverse). Alors Y = g(X) est un vecteur aléatoire de densité

Fr) = fxg  W)|Jg W)
ot Jg = det((ajgihgi,jgd) est le jacobien de g.

Démonstration. P(g(X) € B) = P(X € g '(B)) = [ga Tyeg-1(py fx(@)dr = [pa1gm)epfx(z)de. Puis
appliquer le théoréeme de changement de variables. ]

Proposition 35 (Densités marginales). Si (X,Y") est un couple de densité f alors X et'Y sont des v.a.
de & densité

fx(@) = /R fay)dy,  fr(y) = /R f(z,y)de.

Démonstration. Etudions la loi de X, la preuve étant identique pour Y. Soit A € B (R). Par Fubini-Tonelli,
on a

Px(4)=B(X €AY eR) = [[ flanty = [ { [ 6 y)dy] .
AxR A R
Par ailleurs, fR f(x,y)dy est bien une densité de probabilité car positive et d’intégrale 1. O

Exemple. — Vérifier que f(z,y) = %]1[0,1]”,172} (7,y) est une densité de probabilité sur R?. Montrer
que fx(z) = Lo 1 (z) et fy(y) = %11[71,2](3/)-
— Les densités marginales de f(z,y) = ye~"V1g+ (x)L1)(y) sont fx(z) = (1—e *—ze ") /2 1g+(z)
et Y ~U[0,1].
1 7w2+2xy+5y2

— Vérifier que les lois marginales de f(z,y) = 5-¢ 6 sont des lois gaussiennes.
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Chapitre 3

Espérance d’une variable aléatoire

1 Définition et propriétés

Soit (2, F,P) un espace de probabilité et X : (2, F,P) — (R,B(R)) une variable aléatoire. X est dite
intégrable si

/ | X (w)]dP(w) < oo.
Q

Definition 36. On définit ’espérance d’une v.a. positive ou intégrable X, notée E[X], comme lintégrale
de X par rapport a la mesure P :

E[X] :/QX(w)dIP’(w) :/QXdIP’.

L’espérance représente la valeur moyenne prise par la variable.
On remarque que comme les mesures de probabilités sont de masse finie, les constantes sont intégrables

et de méme les v.a. bornées sont intégrables.
— Si X =14 avec A € F une v.a. de Bernoulli, alors E[X] = P(A).
— Si X = (X1,..., X4) vecteur aléatoire de RY avec E[|X;|] < oo Vi € {1,...,d}, alors on définit

E[X] = (E[X1],...,E[X4]).

Tous les théoremes de convergence en intégration se traduisent en terme d’espérance :
— Convergence monotone : Si X,, suite croissante de v.a. positives (0 < X,, < X,,41) alors

E[lim X,] = lim E[X,].

n—oo n—oo

— Lemme de Fatou : Si X, suite de v.a. positives (X, > 0 Vn > 0) alors

E[liminf X,,] < liminf E[X,].

n—oo n—oo

— Convergence dominée : Si X, suite de v.a. qui converge p.s vers X (IN € F : P(N) = 0 tel que
Vw ¢ N, X, (w) = X(w)) et telle que il existe Y une v.a. positive d’espérance finie (E[Y] < o)
telle que Vn € N, |X,,| <Y p.s., alors

lim E[|X, — X|]=0 etdonc lim E[X,]=E[X].

n—oo n—0o0

Definition 37. Une variable aléatoire intégrable est dite centrée si E[X] = 0.
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L’espérance étant I'intégrale de X par rapport a la mesure P, I’espérance vérifie les propriétés classiques
de l'intégrale. De méme on peut utiliser les théoreme de Fubini-Tonelli et de Fubini.
Propriété 38. Soit X,Y deux v.a. intégrables et a,b € R.

1. L’espérance st croissante : si X <Y p.s., alors E[X] < E[Y],

2. Despérance est linéaire : E[aX + bY| = aE[X] + DE[Y],

3. [E[X]| < E[|X]),

4. Si X est une v.a. positive avec E[X] =0 alors X =0 p.s.,

5

. Inégalité de Markov : si X v.a. positive, alors pour tout t > 0

Démonstration. Si X positive alors t1x>; < X et on conclut en prenant 1’espérance. O

Pour le calcul effectif de 'espérance d’une v.a., on se rameéne au calcul d’une intégrale sur R grace au
théoreme de transfert. En effet, (2 est en général un espace abstrait et P une mesure pas explicite, par
contre Px est la mesure image de P par 'application X. Par conséquent,

/\X )|dP(w /|9:|IP’X (dz).

Proposition 39. Soit X : (2, F,P) — (R, B(R)) une v.a. de loi Px. Alors X est intégrable si et seulement
s1

/ 12[Px (dz) < oo
R

et alors E[X] = [, aPx (dx).
Généralisation : si h : (R,B(R)) — (R,B(R)) une fonction borélienne. Alors h(X) est une variable
aléatoire. h(X) est P—intégrable si et seulement si h est Px—intégrable : [ |h(x)|Px(dz) < oo et alors

E[h(X)] = /Q B(X)P = /R h(z)Px (dz).

Proposition 40. Soit X une v.a. positive. Alors

+o0 +oo
E[X] = / P(X > #)dt — / [ — Py (t)]dt.
0 0
De plus, E[X] < oo si et seulement s’il existe € > 0 (ou pour tout € > 0) tel que

Z]P’(X >en) < 00 ou ZQ"IP’(X > e2") < o0
n=0 n=>0
Démonstration. Par Fubini-Tonelli 0+°° P(X > t)dt = 0+O° E[1xs¢]dt.

Pour tout ¢ € [n,n+1], P(X > n+1) <P(X > t) <P(X >n). Donc P(X >n+1) < [T P(X > t)dt <
P(X > n) et en prenant la somme sur n, on obtient

ZIP’X>n\/OO (X > t)d ZIPX>n

n=1 n=0
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De méme, on remarque que [1, 00[= [Jo2 4[2", 2" [ et donc

D 2"P(X > 2mh) < / P(X > t)dt <Y 2"P(X >2").

n>1 1 n=0

Par conséquent,

D 2'P(X > 2mth) < / P(X >t)dt <14 Y 2"P(X >2").

n>1 0 n=0
On conclut en remplagant X par X/e. O

Proposition 41 (Inégalité de Jensen). Soient ¢ : R — R une fonction conveze et X une v.a. réelle tels
que X et o(X) soit intégrables, alors

P(E[X]) < E[p(X)]

Démonstration. Une fonction convexe est le sup de fonctions affines :

o(x) =sup{f(z) : f affine telle que f < p}.

Par linéarité et croissance de 'espérance, si f est affine avec f < ¢, alors f(E[X]) = E[f(X)] < E[p(X)].
On conclut en prenant le sup. O

Exemple. On a E[X]|* < E[X 1], E[X]? < E[X?], exp(AE[X]) < E[e*¥] pour A > 0, E[X] Ve < E[X V],
1/E[X] < E[1/X] si X positive.

On remarque que si ¢ est une fonction mesurable telle que p(E[X]) < E[¢(X)] pour toute v.a. X, alors
¢ est convexe (il suffit de prendre X de loi pé, + (1 — p)dy, avec x,y € R).

2 Exemples de calcul d’espérance

2.1 Espérance d’une v.a. discrete

Soit X une v.a. de loi Px = ), ;pids, ot I ensemble au plus dénombrable et z; € R. Alors X est
intégrable si et seulement si ), [z;[p; < oo et dans ce cas

E[X] =) zipi

il

On remarque que si ’ensemble des atomes A de X est fini alors X est toujours intégrable.
Soit h : R — R mesurable, alors h(X) intégrable si et seulement si ), ; [h(x;)|p; < oo et dans ce cas

E[h(X)] =Y h(z)pi.
il
Exemple. 1. Si X = c est constance, alors E[X] = c.
2. Si X ~ B(p), alors E[X] = p.
1 n

3. Si X est équirépartie sur I de cardinal n, alors E[X] = =>"" | ;.

n
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4. Si X ~ B(n,p) suit la loi binomiale, alors E[X] = np. En effet
E[X] = Zn:k Mk —p)h = Zn:k )P p)nh
— k k
_ ~ (n—1 k—1/7 . \n—k _
=npy_ (k - 1>p (1-p)" " =np.
k=1
5. Si X ~ G(p) de loi géométrique de parametre p €]0, 1], alors E[X] = 1/p. En effet,
o0 o0 /
E[X] =pY k(1-p) =pY («*) (1= p).
k=1 k=0

La série entiere E@O z* a pour rayon de convergence R = 1 et donc est dérivable & l'intérieur de
son disque de convergence. Comme p €]0, 1],

0 S T U S S,
E[X]—p<k§::0 )(1 p) p<1_x> (1-7) (1-(1-p)2 p

6. Si X ~ P()\) de loi de Poisson de parametre A > 0, alors E[X]| = A. En effet,

L\
- - -2
E[X]=e ;:kk!—)\e ; (k_l)!_xe e =\
=0 =1

2.2 [Espérance d’une variable a densité

Soit X : (2, F,P) — (R,B(R)) une v.a. de densité f, alors X est intégrable si et seulement si E[|X|] =
Jg |z f(z)dx < oo et dans ce cas

E[X] :/Rxf(x)da:.

De plus, si h : R — R mesurable, alors h(X) intégrable si et seulement si [, |h(z)|f(x)dz < oo et dans ce
cas

Exemple. 1. Si X ~ U([a,b]) de loi uniforme sur [a, b], alors X intégrable car bornée et E[X] = <b.
2. Si X ~ &(a) de loi exponentielle de parametre @ > 0, alors E[X] = L.
3. Si X ~C de loi de Cauchy, E[|X|[] = 2 [;* i,z dz = oco. Non intégrable!
4. Si X ~ N(0,1) de loi normale centrée réduite, alors X est intégrable et E[X] = 0.
5. Si X ~ N(m,0?) de loi normale, alors par changement de variable X = 02 +m avec Z ~ N(0, 1),

on en déduit que X est intégrable et E[X] = m.

2.3 Quelques autres lois

Supposons que la loi de X soit la combinaison convexe de deux mesures de probabilité p et v : il existe
a € [0,1] tel que
Px =apu+(1—a)v
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alors

E[X] = oz/ac,u(d@ +(1-a) /:m/(dx).
Par exemple, Px = %52 + %11[0,1] (z)dz. X est une v.a. positive et

1 1 1
]E[)(]:: jéixﬁﬁx(da» ::j22'+'2/gltﬂ{0Jl($)da7:: Z.

De maniere plus générale, si la loi de X est une combinaison convexe d’une loi discrete et d’une loi a
densité,

Px = pide, + f(z)dx
=1

ot p; > 0 et h fonction mesurable positive, tels que 37" | pi+ [ f(x)dz = 1, alors la variable est intégrable
si Y iq pilzi| + [g |#|f(z)dx et dans ce cas

E[X] = Zpixi + /R:Uf(x)dx.
i=1

3 Identification de la loi d’une variable aléatoire par 1’espérance

L’espérance d’une variable aléatoire, représentant juste la valeur moyenne de la variable, ne peut pas par
conséquent caractériser la loi de la variable (il est facile d’imaginer que deux variables aient la méme
moyenne sans pour autant avoir la méme loi). On peut cependant utiliser ’espérance pour caractériser la
loi d’une variable.

Theorem 42. Soit X : (2, F,P) — (R, B(R?)) un vecteur aléatoire et . une mesure de probabilité sur
(R4, B(RY)). Alors la loi de X est u si et seulement si l'un des conditions suivantes est réalisée

1. Pour tout A € B(R?Y), Px(A) =P(X € A) = u(A),

2. la fonction de répartition satisfait pour tout t = (t1,...,tq) € RY, en notant ]—oo,t] = M¢_,]—o0, ],
Fx(t) =P(X1 <t1,...,Xq < tq) = p(] — 00, t]),

3. pour toute fonction h : R4 — R continue & support compact positive (C*° a support compact positive

suffit),
E[h(X)] = / h()u(dz).

Rd

Démonstration. 11 suffit de vérifier la derniere équivalence. Notons v la loi de X. Supposons que
Bb(X)) = [ bav(do) = [ ha)u(do)
R R

pour tout fonction h continue & support compact positive. Soit K € B(RY) un ensemble compact de R?.
Il existe un ouvert O tel que K C O et 'adhérence O compact. On introduit la fonction

d(xz,0°)
d(z,K) +d(z,0°)

h(z) =

La fonction h est positive, bornée par 1, continue sur R?, & support compact car le complémentaire
O°¢ = {x : h(x) = 0} et qui vaut 1 si et seulement si z € K. Par conséquent,

1x < h(z) < 1p.
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On construit une suite décroissante d’ouverts O, telle que lim,,_,o, O, = K (par exemple O,, = {z : d(z, K) < 1/n}
ce qui donne en dimension 1, pour K = [a,b], O, =]a — 1/n,b+ 1/n]).

Comme n — d(.,0%) est décroissante et u — u/(a + u) est croissante, la suite h,, est décroissante vers

1x. Par convergence dominée (ou convergence monotone car (1 — hy,)p>0 est positive croissante),

lim v(h,) =v(K) et lim u(h,) = u(K).

n—oo n—oo

Par hypothese, Vn > 0, v(hy,) = p(hy). Donc pu(K) = v(K) pour tout compact K, donc les mesures sont
égales.

Réciproquement, Il est clair que si les mesures sont égales, on a égalité des intégrales.

On remarque qu’on peut se restreindre aux fonctions C* positives & support compact via le théoreme
de convergence dominée, car les fonctions C° sont denses dans l’espace des fonctions continues pour la
norme infinie. O

Le théoreme précédent est tres utile lorsqu’on cherche la loi d’une variable Y de la forme Y = g(X) ou
X est une variable aléatoire de loi connue. En effet, on peut exprimer I’espérance d’une fonctionnelle de
Y via la loi de X : si h est mesurable bornée (ou mesurable positive, peu importe), alors

/ h(y)Py (dy) = E[h(Y)] = Elh(g(X))] = / ho g()Px (dz).

(Vest notamment tres utile si X est & densité sur R,

Exemple. 1. Supposons que X ~ U(]0, 1[) et cherchons la loi de Y = —In(X). Soit A une fonction
mesurable positive, alors

1
E[h(Y)] = E[h(- In(X))] = /0 h(~In(z))dz.

En utilisant le changement de variables y = —In(z), on a donc pour toute fonction h mesurable
positive

E[h(Y)] = /0 " h(y)evdy.

Y suit la loi exponentielle de parametre 1.

2. Soit X une variable de loi de Cauchy. Cherchons la loi de Y = X .

Soit h une fonction mesurable positive, alors

BL(Y)] = O] = [ ha) s
— h(0)P(X < 0) + /0 h h(a:)de

Par conséquent, Py = %50 + mﬂz>0dx'
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4 Moments d’une variable aléatoire

Definition 43. Une variable aléatoire X : (Q, F,P) = (E, ), avec E =R, C ou R?, admet un moment
d’ordre p > 0 si

BIXP) = [ 1X(@)PB() = [ [olPx(dn) < .
On définit ’espace des variables ayant un moment d’ordre p > 0 :
LP = LP(Q, F,P) = {X wvariable aléatoire sur (Q, F,P) telle que E[| X|P] < co}.
Pour p = oo, on définit ’ensemble des variables p.s. bornées,
L = L>®(Q, F,P) = {X wvariable aléatoire sur (2, F,P) telle qu’il existe ¢ > 0 : P(|X]| > ¢) = 0}.
Pour X € LP, on introduit || X||, = E[| X|P]'/? et pour X € L, ||X||o = inf {¢ > 0: P(|X| > ¢) = 0}.

Du fait de la convexité de x — P pour p > 1, on déduit facilement que pour p € [1,400], LP est un
espace vectoriel.

Exemple. Soit X une v.a. de loi N(0, 1), alors X a des moments finis de tous ordres. En effet, pour tout

p >0, 2Pe~"/2 est intégrable sur R. De plus, par parité E[X2P+1] = 0 et E[X??] = (22,52!! (Cf TD).

Propriété 44 (Voir le cours d’intégration).

1. Inégalité de Cauchy-Schwartz : Soient X,Y € L? alors
E[IXY]] = [IXY [y < [[X]2][Y]]2-

1l y a égalité si et seulement si les variables X et'Y sont liés, i.e da,b € R tels que aX + bY est
nul p.s

2. Inégalité de Hélder : Soient p,q € [1,00] deux réels conjugués, i.e. tels que %—i—% =1. 85 X,Y deux
variables sur (Q, F,P) avec X € LP et Y € L9, alors XY € L' avec

XY < ([ X[pl[Y]]q-

3. Inégalité de Minkowski : Soient p € [1,+o0] et X, Y deux v.a. dans L, alors

X+ Yl < [IXTp + Y]]

4. Pourp € [1,400], (LP,||.||p) est un espace vectoriel normé.

5. Théoréme de Riesz-Fischer : (LP,||.||,) est un espace vectoriel complet, i.e. espace de Banach et L?
est un espace de Hilbert pour le produit scalaire < X,Y >=E[XY].

6. Sil<p<q< oo, alors L C LY C LP C LY. De plus p — ||.||, est croissante et limpy_,oo .||, =

oo
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5 Variance, Covariance

Definition 45. Soit X € L?(, F,P) a valeurs réelles. On définit la variance de X par
Var(X) = B[(X — E[X])?,

et l’écart-type par ox = /Var(X).

L’espérance correspond a la valeur moyenne d’une variable aléatoire. L’écart-type correspond a la distance
moyenne entre la variable et sa moyenne. C’est une mesure de dispersion. Par exemple, les mesures
P = %(5_1 + %51 et Py = %(5_1000 + %51000 ont la méme moyenne égale a 0, mais la dispersion de la seconde
est bien plus grande que celle de la premiere.

Proposition 46. 1. Var(X) 20,
2. en développant le carrée, on a Var(X) = E[X?] — E[X]? (Formule de Koenig-Huygens),
3. Var(aX) = a*Var(X),
4. Var(X +b) = Var(X),

5. Var(X) =0 si et seulement si X est constant p.s.

Dans le cas d’une loi discrete, Px = Zz’e[ pidz, alors

Var(X) = Z (z; — E[X])*p; = Zm?pz - E[X],

el i€l

et dans le cas d’une loi a densité, Px = f(z)dz,

Var(X) = /R (z — B[X])*f(x)dx = /Rx2f(:c)dx —E[X]%

Exemple. 1. Si X ~ B(p), Var(X) = p(1 —p),
2. Si X ~P(A), Var(X) = A,
3. 81 X ~ &(), Var(X) = 4

R
4. Si X ~N(0,1), alors Var(X) =E[X?] =2 [;° 22e~""/2dz /\/27 et par LP.P., Var(X) = 1.
5. Si X ~ N(m,c?), alors X =m + 07 avec Z ~ N(0,1), par conséquent Var(X) = o2.

Definition 47. La covariance entre deux variables X et Y dans L? est définie par
Cov(X,Y)=E[(X —E[X]))(Y —E[Y])] =E[XY] - E[X]E[Y].

On remarque que la covariance est une application bilinéaire, Cov(X, X) = Var(X), Cov(X,a) = 0. Par
ailleurs, en développant le carré de la variance d’une somme, on a

Propriété 48. Soient X,Y € L?, alors
Var(X+Y) =Var(X)+ Var(Y) 4+ 2Cov(X,Y),

et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

|Cov(X,Y)| < /Var(X)Var(Y).
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Definition 49. Soient X,Y deux variables dans L? non constantes, alors on appelle coefficient de corré-
lation la quantité

Cov(X,Y)
X,Y) = .
g ) VVar(X)\/Var(Y)

On remarque facilement que p(X,Y) € [=1,1] et |p(X,Y)| = 1 si et seulement si X et Y sont liés, i.e.
il existe a,b € R avec (a,b) # (0,0) tels que X = aY + b (cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz). En fait,
a=Cov(X,Y)/Var(Y) et b =E[X] — aE[Y].

Par ailleurs p ne dépend pas de 'unité de mesure des variables X et Y.

Les variables sont dites non corrélées si p(X,Y) = 0.

Propriété 50 (Inégalité de Tchebychev). Soit X une variable dans L?, alors pour tout t > 0

Var(X)

P(X ~ B[X)| > 1) <~

Démonstration. Utiliser 'inégalité de Markov. O

Exemple. Combien de fois faut-il lancer une piece équilibrée pour que la moyenne du nombre de pile
soit dans [1/2 —0.1,1/2 + 0.1] avec probabilité supérieure a 0.96 7
Soit .S, le nombre de pile obtenu sur n lancers. On cherche n tel que

IP’<57;" €1/2-0.1,1/2+ 0.1]) > 0.96.

On remarque que Sy, suit la loi B(n,1/2). La variance d’une loi Binomiale X ~ B(n,p) est Var(X) = np.
Par ailleurs, P(22 € [1/2 —0.1,1/2 + 0.1]) = 1 — P(|S,/n — 1/2| > 0.1). Donc par l'inégalité de Tcheby-
chev,

1

B(ISn/n=1/2] > 0.1) < g5

Par conséquent pour n tel que n > m, soit n > 625.
(Vérifier sur un tableur que n est tres surestimé avec Tchebychev.)

Definition 51. Soit X = (X1,...,Xy)" un vecteur aléatoire colonne) dans L?>. On appelle matrice de
covariance la matrice d X d

Yx = (Cov(Xi, X;))1<ij<d-

On remarque que Xy = E[XX'] - E[X]|E[X]! = E[(X — E[X])(X — E[X])’]
La matrice Y x est positive, symétrique et

a'Sxa = E[a'(X — E[X])(X — E[X])'a] = E[(at(X - E[X]))Q}

ou a® est le vecteur transposé. La matrice Y x est définie si aucune combinaison linéaire des marginales
est p.s. constante.
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6 Fonction caractéristique

Definition 52. Soit X : (Q,F,P) — (R% B(R%)) une variable aléatoire. On appelle fonction caractéris-
tique ox : R* — C la fonction définie pour t = (ty,...,t;) € R?

ox(t) = E[€i<t,X>} _ E[eizgzlthk}7

ou < .,.> est le produit scalaire euclidien sur RY.

On remarque que @x est bien définie pour tout t € R¢ car |et<t: X ~| =1 donc intégrable.

Par ailleurs, si X est une v.a. réelle & densité, on retrouve la transformée de Fourier vue dans votre cours

d’analyse,
itX) _ it _ ¢
E[e” ]—/Ret fX(x)d:U—f(f)<27T>.

Theorem 53. La fonction caractéristique caractérise la loi, i.e. si X,Y deur v.a. alors px = py st et
seulement st Px = Py.

Démonstration. px est la transformée de Fourier de la loi Py, le théoréeme d’inversion de Fourier s’applique
car |px| < 1 borné donc intégrable. Par conséquent, Px = F~(px).

Preuve en dimension 1. Supposons que ¢x = @y .

Soit h € C.(R,R) continue & support compact. On remarque, en utilisant une approximation de 1'unité,
que par convergence dominée

h(x hm/hx—)\t d
27rA\0
En effet,
B = M) | < [y € LY(R).
142 S 142

Exprimons maintenant E[h(X)] en terme de ¢x :

E[h(X)] = /R h(x)Px (de)

:/ (;ﬂ)l\i{%/h(x—/\t) f dt)IPX(dx)

= — lim </ h(x — )\t dt>IP’X(da:) par CV dominée par HhHoo

Lt P
21 AN\0 € L(dt @ Px)

2

1+ ¢2

S lim </ h(s)”\ds> Px (dz) par chgt de variable s = = — At
27 A\0 Jr A2+ (z—s)?

1 i 2A . .
T on ;\I{%/R (/R WPX(dQC))h(S)dS par Fubini.

Par ailleurs, en décomposant en éléments simples 2\/ ()\2 + (z — 3)2), on a

2 1 n 1
A2+ (z—s)? —i(z—s5) A+i(zr—ys)
)

A
Ay
0 0

/ €i(m_s)t€_>\tdt + / e—i(z—s)te—)\tdt
0 0

_ / pila—s)t = Alt] gy
R
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Par conséquent, par Fubini (voir justification plus bas),

E[h(X)]—% lim ( / < / i(e—s)t _Mtdt)IP‘X(dx))h(s)ds

- it —ist —Al|t|
=5 /1\1{_‘%// (/ Px( da:)) e Mdt h(s)ds

E[h(X)] = — lim h(s)/LpX(t)e_/\”e_iStdtds.
R

Par conséquent, E[h(X)] ne dépend que de h et de px. Si ¢x = ¢y, on en déduit que E[h(X)] = E[A(Y)]
pour tout h € C.(R,R) et donc Px = Py.
Justification de Fubini,

J.

car h est a support compact.
La réciproque est évidente. O

e A p ()| P (da)dtds = / e Ndt / |1(s)ds < oo
R R

Proposition 54. Soit X un vecteur aléatoire de R® alors sa fonction caractéristique vérifie

L lex ()] <1,
2. ox(—t) = px(1),
5. ¢x(0) =1,

4. @px est uniformément continue.

Démonstration. Soient t,h € R%, on a

[ox(t+h) — px (D] = [E[ei<H/2X>255in (< h/2, X >)] |

< 2E][sin (< h/2, X >)|]
< 2E[|< h/2, X >| A1].

Par convergence dominée E[|< h/2, X >| A 1] — 0 quand |h| — 0 de facon indépendante de ¢. Donc px
est uniformément continue. O

Exemple.

Si X est discrete a valeurs dans A = {z, k € K}, alors, en notant pp = P(X = zy),

SOX(t) _ Z eitwkpk‘

keK
Si X ~ B(n,p), on a alors, par la formule du bin6me de Newton,
" /n
; — . n
px(t) = <k> eFpF(1 —p)"F = (pe +1—p)".
k=0

Si X a densité alors

goX(t):/Reitfo(x)dx.
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Par exemple, si X ~ N(0,1) alors

(t) / o L _ o [
=[e2 e —=ce¢ e —_—
X V2T Vo

2
On voit apparaitre 'intégrale de la densité de Y = Z + it ot Z ~ N(0,1) et donc ¢x(t) = e T
On en déduit que si X ~ N (m,o?),

. 2 2
itm —12

px(t) =e"Me 2

car X peut s’écrire sous la forme X = 0Z + m avec Z ~ N(0,1).
Si X ~ E(a) avec a > 0, alors

oo .
ox(t) :/ e ey
0

-1 ) o0
_ O£|: : e—(a—zt)m:|
a— 1t 0
«

a— it
Theorem 55 (Inversion de Fourier). Soit X une v.a. de fonction caractéristique ox. Si px est intégrable

sur R par rapport & la mesure de Lebesque, alors X admet une densité continue bornée donnée par

1

fx(z) = W/}Rd e Loy (H)dt x e RY

Démonstration. Preuve en dimension d = 1. Soit h € C.(R). Alors

1 )
BX)] = 5= Jim [ A(s) /R ox (e N5t gt

_ % e ( /R ch(t)eiStdt)ds,

par convergence dominée et Fubini. En effet,

h(s)px (B)e Me=ist| < |h(s)||ox (t)] € L (ds @ dt).

Exemple. Si X de loi de Cauchy de parametre a > 0, on a

1 a .
t) = — .

En décomposant a/(a? 4 x?) en éléments simples on a

1 1 1 1 1 ~
e _ < + > = — / e~ slemwsds e LY (dx).
R

ra2+22 2mr\a+ir a—ix o

Par conséquent, par le théoreme d’inversion de Fourier px(t) = el On remarque que cette fonction
est continue en 0, mais n’est pas dérivable.
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Propriété 56. Soit X une v.a. réelle de fonction caractéristique px. Si X admet un moment d’ordre
p € N* alors px est de classe CP et pour tout k < p,

@ (0) = *E[X*

Réciproquement, si px est p fois dérivable en 0, alors X admet des moments d’ordres inférieur ou égal a

20p/2).

La proposition est encore vraie en dimension quelconque.

Démonstration. Supposons que X € LP. Soit w € §2, alors
h:t s e®X(@) est de classe C,

B0 (1) = (X ())Fe X ),

WO )] < X (@)
Par ailleurs, pour tout k < p, | X|* € L'. On conclut par récurrence en utilisant le théoreme de dérivation
d’une intégrale dépendant d’un parametre.
Supposons px p fois dérivable en 0. Montrons par récurrence que X € L?* avec k < [p/2]. Pour k = 0,
c’est évident.
Supposons que pour un k < [p/2], on a X € L% et donc d’apres la premicre partie du théoreme, on a
P (1) = (~1)PE[X ™).
Comme 2(k + 1) = 2k + 2 < 2[p/2] < p, on a px € C?**2 d’apres la formule de Taylor & I'ordre 2,

k k k
@2h12) () _ £ (1) = 2657 (0) + oK ()
Lo o0 h?
thX —thX
[ et —2+4e 2%k
=D ILHE[ EEE ]

2
ihX/2 _ ,—ihX/2
— (~1)* lim E (e he > X2k

h—0
— (—1)k+! ;I,E%)E [(W)ZX%H]

Par le lemme de Fatou, on a

lim

E[X2k+2] . )
h—0

hX/2

<sin<hX/2>>2X2k+2]

< liminfE
0 hX/2

<s'1n(hX/2)>2X2k+2] _ (—1)k+190g?k+2)(0) < 00.

On en déduit que X € L2kt On conclut par récurrence. O
Par conséquent, si px est suffisamment réguliére, on a

E[X] = —ig (0), E[X?] = —p2(0), E[X?] = ip$(0), ...
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Exemple. La loi Binomiale X ~ B(n,p) admet des moments de tous ordres car a support fini. Par
ailleurs, on a

ox(t) = (pe" + (1 -p)"

donc en dérivant successivement, on obtient

E[X]=np, EXP=np+nn—-1p* = Var(X)=np(l—p).

7 Autres fonctionnelles caractérisant la loi d’une v.a.

7.1 Fonction génératrice pour les v.a. entieres

Soit X une v.a. a valeurs dans N. On note py = P(X = k).
On appelle fonction génératrice des moments la fonction définie et continue sur [0, 1] par

Mx(t) =E[t¥] =) pit*.
p=0

Comme le rayon de convergence de la série entiere Mx est supérieur a 1, la fonction est C*° sur [0, 1[. De
plus
M (0) = klpy.

En utilisant le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, on remarque que My est n—fois dérivable
en 1 si et seulement si E[X"] < oo et alors

MP (1) =E[X(X —1)..(X —n+1)].

Par exemple,

— si X ~ B(p) alors Mx(t) = (1 — p) + pt,
— si X ~ B(n,p) alors Mx(t) = ((1 —p) + pt)",
— si X ~ G(p) alors Mx(t) = 1—(11)t—p)t'

7.2 Transformée de Laplace

Soit X une v.a. & valeurs dans R?. On appelle transformée de Laplace de X la fonction définie par

Lx(t) = E[e<"*~]

pour les valeurs de t € R tel que e<tX>

Proposition 57. 1. Lx(0)=1.

2. Si Lx est définie sur un voisinage de 0, alors Lx caractérise la loi de X .

soit intégrable.

3. Soit X une v.a. réelle telle que Lx est définie sur un voisinage de 0, alors Lx est analytique sur
ce voisinage et on a

tn
Lx(t) =Y —EIX") et EIX") = LW (0).
n=>0
Ceci implique notamment que X € LP pour tout p > 1.
4. Si X est positive, alors Lx(t) < oo pourt < 0.
Exemple. Si X ~ £(a), avec a > 0 alors la transformée de Laplace est définie sur | — oo, o[ et pour
t<a,

Lx(t) = / ae” Oy = —
0

a—t1
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8 Lois classiques

e Lois discretes

Loi Probabilité P(X = k) Moments wx(t)
. PX=1)=p B B B B i
Bernoulli B(p) P(X =0)=1—p E[X] =p, Var(X) =p(1 —p) 1—p+pe

Binomiale B(n,p) || (7)p" (1 - p)"F 0<k<n | EX]=np, Var(X) = np(1 — p) (1—p+pet)”
s sy . — _ eit
Géométrique G(p) p(1—pF 1t k>1 E[X] = 117’ Var(X) = lpr W
Poisson P()) e k>0 E[X] =\, Var(X) = A M=)
o Lois a densité
Loi Densité Moments ox(t)
. 1 a b—a)? eibt _giat
Uniforme U([a, b)) mﬂxe[a,b} E[X] = %bv Var(X) = ( 12) t(b—a)
. e 1
Ezxponentielle E(X), A >0 e M50 E[X] = it Var(X) = 2 e
—(@—)? L —o
Normale N (p,02%), p € R, 0 >0 a\}ﬂe 2 E[X] = p, Var(X) = o? etle™ 2
a —1 -z a a
Gamma T (a, \), a, A > 0 F’\(a):va le=?A 1.0 E[X] = T Var(X) = v (Aﬁit>
Cauchy C(a), a >0 W(xz‘laQ) non définis e—altl
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Chapitre 4

Lois usuelles

1 Lois Discretes

Loi Uniforme sur un ensemble fini : la loi uniforme (équirépartie) sur l'ensemble a n éléments
{z1,...,2,} est telle que tous les éléments sont équiprobables et donc définie par P({x;}) = 1/n pour
tout i € {1,...,n}.

Loi de Bernoulli, B (p), avec p €]0,1[. La loi de Bernoulli modélise une expérience aléatoire qui n’a que
deux résultats possibles : succes et échec, auquel on attribue en général les valeurs 1 et 0. Une variable
aléatoire X ne prend que deux valeurs.

Loi:P(X=1)=p P(X=0)=1-p.

Espérance : p, Variance : p (1 — p).

Cette expérience est appelée épreuve de Bernoulli de parametre p.

Loi Binomiale, B (n,p), avec p €]0,1[, n € N, n > 1. On renouvelle n fois de maniéres indépendantes
une épreuve de Bernoulli de parametre p. La loi du nombre X de succes obtenus a l'issue des n épreuves
s’appelle loi Binomiale de parametres n et p. Ce nombre est & valeurs dans {0,1,...,n}. Cette loi est
notamment utilisée pour des sondages avec remise.

Loi: P(X =k) = < Z >pk(1 —p)" % avec k € {0,1,..,n}.

Espérance : np, Variance : np (1 — p).

Loi Binomiale avec n=10, p=1/2 Loi Binomiale avec n=10, p=1/3

015 0.20 025

0.10

0.00 0.05
I
0.00 0.05
L L

Loi Géométrique, G (p), avec p €]0, 1[. La loi géométrique est la loi du premier succes : on note X le
nombre de réalisations (indépendantes) nécessaires d’une épreuve de Bernoulli jusqu’a obtenir un succes.
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Loi : P(X =k)=p(1—p)* " avec k > 1.
1-p
pr
Fonction de répartition : F' (k) =1— (1 — p)k avec k > 1.

1 .
Espérance : —, Variance :

Loi Géométrique avec p=2/3

05

Loi de Poisson, P ()), avec A > 0. Cette loi est souvent utilisée pour dénombrer des événements "rares”,
comme des pannes, des sinistres, des clients entrant dans une boutique pendant un intervalle de temps

donné.
Ak
Loi: P(X =k) = Ee*)‘ avec k € N.

Espérance : A\, Variance : A

Loi de Poisson avec lambda=2

0.10 015 0.20 025

0.05

0.00

Loi Binomiale Négative, avec r € N, r > 1, p €]0,1[. Il s’agit d’'une généralisation de la loi géomé-
trique. On réalise plusieurs fois une épreuve de Bernoulli de fagon indépendante jusqu’a obtenir r succes
exactement. On note X le nombre de réalisations nécessaires.

Loi: P (X =k) = ( fj >pr(1—p)’” sik>r.
1_
Espérance : C, Variance : 7”(7210)
p p

Loi Hypergéométrique H(N,m,n), avec N > 1, (m,n) € {1,.., N}*. On considére N éléments dont m
sont marqués. On tire au hasard et sans remise un échantillon de n éléments et on compte le nombre X
d’éléments marqués sur notre échantillon.
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()0
Loi :P(X = k)= S\ n—k si k € {0, .., min (m, n)}.

)

N_?np(l—p) avec p = .

Espérance : np, Variance :

Loi Multinomiale My (n,p), avec n € N*, n > 1, p €]0,1[¢ tel que p; + p2 + .. + pg = 1. Il s’agit
d’une généralisation de la loi Binomiale. On considere une expérience dont d résultats sont possibles et
la probabilité d’obtenir le résultat i est p;. On réalise n fois, de fagon indépendante, cette expérience et
on dénombre le nombre X7 de fois ou on a obtenu 1, X5 le nombre de fois ou on a obtenu 2, ..., et X, le
nombre de fois ol on a obtenu d parmi les n expériences. Par exemple, on lance n fois un dé a 6 faces.

d
: n!
Loi : ]P)(Xl = kl,XQ = k;2, . ,Xd = k;d) = mplflpg2psd avec ZkZ =n.
i=i
Espérance : (np1,--- ,npq) -
2 Lois sur R a densité
Loi Uniforme, U ([a,b]), avec a,b € R, a < b.
Densité : .
f(x) = 5 g Llad] (z)
2
Espérance : %, Variance : ( 12a) .
Fonction de répartition :
F(z) = 0 siz<a
= :Z_a si x € [a, b
—a
=1 siz>0b

Loi Exponentielle, £ (A), avec A > 0. Cette loi est en général utilisée pour modéliser des durées de vie
sans vieillissement ou des temps d’attente.
Densité :

f(z) = Xe M,s.

Densité exponentielle

20

Densité de la loi exponentielle
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1

, 1 .
Espérance : it Variance : Nz

Fonction de répartition :

F(x) = 0 six <0
1—e™ siz>0

La loi exponentielle est la seule loi continue qui vérifie la propriété d’absence de mémoire : Si X ~ & (\),
alors pour tout s,t >0 P(X >t+ s|X >t) = P(X > s).

Loi Normale (ou loi Gaussienne), N (m, 02), avec m € R, o > 0. La loi Normale est une loi centrale
dans la théorie des probabilités. Elle est notamment tres utilisée en statistique.
Densité :
(z —m)?
f(x)= ! e 20%  avecrcR.

oV 2w

Densité gaussienne centrée

0.0
{

Densité de loi normale

Espérance : m, Variance : 2.

Loi de Cauchy

Densité : !
f(x) = ;m avec xr ¢ R.

Son espérance et sa variance ne sont pas définies (intégrales divergentes sur R).

Densité de la loi de Cauchy

Loi Gamma, G (a, \), avec a > 0 et A > 0.

Densité :
)\(Z

oo
24 e ™ M1, avec T'(a) = / t*te~tat.
0
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. a . a
Espérance : IR Variance : —.

SiaeN,onal(a)=(a—1)!

Loi Beta, B(a,b), avec a > 0 et b > 0.

Densité : ( )
Lla+b) . b—1
= @71 — 1 .
f( ) F(a)I‘(b)x ( IL’) z€]0,1]
. a . ) ab
Espérance : P Variance : @ D2 at bt 1)’

Loi de Weibull, W («, 3,v), avec a > 0 (parametre d’échelle), 5 > 0 (parametre de forme), v € R
(parametre de position). Cette loi permet en démographie de modéliser le vieillissement, en épidémiologie
la durée d’incubation d’une maladie infectieuse. Pour § = 1 et v = 0 on retrouve la loi exponentielle, i.e.
la loi des organismes qui ne sont pas soumis au vieillissement. Plus £ est grand, plus le vieillissement se
fait pesant (la mortalité augmente avec I’age). Pour § < 1, plus on vieillit moins forte est la probabilité
de mourir dans I'unité de temps qui vient (penser a la mortalité infantile).

Densité :

Fonction de répartition :

B

Loi de Pareto avec a > 0 (parameétre de forme) et b > 0 (parametre de position). Cette loi est notamment
utilisée en assurance pour modéliser les tres gros sinistres.

Densité :
a
f(l‘) = aﬁﬂz>b.
ab ab?
Espérance : our ¢ > 1, Variance : ——————— pour a > 2.
P a—1P (@a—1)2a—2) "

Fonction de répartition :

F(z) = 0 siz<b
= 1—<b> six>b
x

Loi du Chi-deux x?(n) avec n € N* (nombre de degré de liberté). Cette loi est utilisée en statistique pour
tester des hypotheses. C’est la loi de la somme des carrés de n variables gaussiennes NV (0, 1) indépendantes.

On remarque que x*(n) = G(%, ).

Densité :
O™ .
f(x) = IQ‘(%) xE_leT]l$>0_

Espérance : n, Variance : 2n.
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3 Fonctions caractéristiques

e Lois discreétes

Loi Probabilité P(X = k) Moments ox(t)
; P(X=1)=p _ _ it
Bernoulli P(X =0)=1—p E[X] =p, Var(X) = p(1 —p) 1—p+pe
Binomiale (Z)pk (1-p)" " 0<k<n|E[X]=np Var(X) =np(1 — p) (1—p +pe“)n
s sy . — _ it
Géométrique p(l—p) L k>1 E[X] = %, Var(X) =12 %
Poisson %Te_A, k>0 E[X] =\ Var(X) =\ eMe=1)
o Lois a densité
Loi Densité Moments ex(t)
. 1 b—a)? ibt __ iat
Uniforme U([a, b)) b g welad) E[X] = aTerv Var(X) = ( 12a) 6it(b—ea)
E tielle E(X), A >0 Ae” M1 E[X] =+, Var(X) = - A
zponentielle E(N), A > e >0 [X] it ar(X) = 2 e
—(z—p)? L —o
Normale N (p,02%), p € R, 0 >0 a\}ﬂe 2 E[X] = p, Var(X) = o? eilte =7
o a a
Gamma G (a,A), a,A >0 F’\(a)mafle A <o E[X] = T Var(X) = v (Ajit)
Cauchy C(a), a >0 m non définis e—altl
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Chapitre 5

Notion d’indépendance en probabilité

On se place sur un espace de probabilité (2, F,P).

1 Probabilité conditionnelle

On jette deux dés distincts bien équilibrés. On a (2, F,P) avec Q = {(1,1),(1,2),...,(5,6),(6,6)}, F =
P(2) et P la loi uniforme sur .

On veut connaitre la probabilité de I’événement A : "la somme des dés vaut 8”. On remarque que A =
{(2,6),(6,2),(3,5),(5,3),(4,4)}, dou P(A) = 5/36.

Maintenant on cherche toujours la méme probabilité, mais on sait déja que le premier dé donne un 3. On
note B I’événement : "le premier dé vaut 3”.

Que vaut alors la probabilité que la somme vaut 8 sachant que le premier dé vaut 37 La probabilité
recherchée est appelée probabilité conditionnelle de A sachant B et est notée P(A|B).

Sachant que le premier dé vaut 3, on ne regarde plus la méme expérience, on regarde finalement une
expérience sur un sous-espace de ) (¢’est comme-ci on ne langait plus qu'un dé). Il y a alors 6 résultats dans
cette expérience : {(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)} et chacune a la méme probabilité d’apparaitre,
soit 1/6. Par conséquent la probabilité que la somme des deux dés soit égale a 8 sachant que le premier
dé vaut 3 est P(A|B) =1/6 (il n’y a qu’une possibilité, le deuxieme dé doit valoir 5).

Le fait d’avoir Iinformation B change la probabilité de A. On remarque par ailleurs que 1’événement
AN B est 'événement "le premier dé donne 3 et la somme des chiffres vaut 8 lorsqu’on lance deux dés”,
on a alors AN B = {(3,5)} dans ’ensemble 2 = {(1,1),(1,2),...,(5,6),(6,6)} de cardinal 36.

D’autre part, on a B = {(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)}.

D'ou P(ANB)=1/36 et P(B) =6/36 = 1/6. On remarque que

P(AN B)
P(A|B) = ———=
Definition 58. Soient A et B deuz événements avec P(B) # 0. La probabilité conditionnelle P(A|B)
de A sachant B est définie par :
P(AN B)

PAIB) = —5

Propriété 59. Soit B € F avec P(B) # 0, alors lapplication A € F +— P(A|B) est une mesure de
probabilité sur (Q, F). Elle vérifie donc toutes les propriétés des probabilités.
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Démonstration. L’application est bien a valeurs dans [0, 1] car P(AN B) < P(B). On a P(2|B) =1, et si
(An)n>0 est une suite d’événements disjoints alors (A4, N B),>o sont disjoints et donc on en déduit que
P(UA,|B) = S P(A4,1B). 0

Propriété 60 (Formule des probabilités totales). On considére deux événements A et B quelconques,
avec P(B) €]0,1].
Alors o
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)(1 - P(B))
Démonstration. En effet
P(A) =P(ANB) +P(AN B)
= P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B).
O
La formule de Bayes permet de calculer les probabilités a postériori d’'un événement en fonction des
probabilités a priori de cet événement, i.e. connaitre P(B|A) quand on connait P(A|B) et P(A|B).
Proposition 61 (Formule de Bayes). Soient A et B deux événements avec P(B) €]0,1[ et P(A) > 0.
P(A|B)P(B
P - (ABE(B)
P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)
P(ANnB) P(A|B)P(B)

Démonstration. 11 suffit d’écrire P(BJA) = P(A) = P(A) et d’utiliser la formule des probabi-

lités totales.
O

/{/:xﬁx — —
&= P(A|B) # 1 — P(A|B). Par contre, on a bien P(A|B) =1 — P(A|B).
Les formules des probabilités totales et de Bayes peuvent étre généralisées de la facon suivante : soit A,
By, ..., By, des événements tels que les B; soient disjoints et U}, B; = €2 (partition de I'espace fondamen-
tal), alors

n

P(A) =) P(AB)P(B;)
i=1
P(A|B;)P(B,
>_i—1 P(A|Bi)P(B;)

Exemple. Une maladie affecte 0.5% de la population. Un test T permet de dépister cette maladie avec
la fiabilité suivante :

T est positif pour 95% des personnes affectées par la maladie
T est négatif pour 99% des personnes non affectées par la maldie.

Quelle la probabilité qu’un individu ayant un test positif soit affecté par la maladie?

0.95 x 0.005
P(M|P) = = 95/294 ~ 0.323.
(MIP) 0.95 x 0.005 + 0.01 x 0.995 /

En effet, sur 200 personnes, en moyenne 1 personne sera porteuse de la maladie et le test décelera ce cas
avec un proba de 0.95.Donc en moyenne sur 200 personnes, on détectera 0,95 des cas. Par contre, sur les
200 personnes (dont 199 saines), le test détectera en moyenne 199.01 = 1.99 faux positifs. La proportion
de résultats correct est donc : 0.95/(0,9 + 1.99) = 0.323!
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2 Notion d’indépendance
Definition 62 (Indépendance d’événements). Deux événements A, B € F sont dits indépendants si

P(AN B) = P(A)P(B).

Une famille d’événements (A;)icr est dite (mutuellement) indépendante si Viy, ..., i, € I
P
P(Aiy N...NA4;) = [[P(A,)
k=1

On remarque que si A et B sont deux événements, avec P(B) > 0, alors A et B sont indépendants si et
seulement si P(A|B) = P(A).

AN
Q Indépendance et disjoint sont deux notions bien distinctes.

Si A et B disjoints alors AN B = () et donc P(ANB) = 0. A et B ne peuvent alors étre indépendants sauf
si 'un des deux est négligeable.

Exemple. Un joueur joue a Pile ou Face. Il gagne 1 euro si Pile et perd 1 euro si Face.
On considere les événements suivants

L’indépendance mutuelle implique I'indépendance 2 a 2, mais la réciproque est fausse.

A = {gagner 1 euro au premier lancer},
B = {gagner 1 euro au second lancer},

C' = {gagner ou perdre 2 euros sur les deux premiers lancers}.

On a P(A) = P(B) = 1/2. Les lancers étant indépendants, P(C) = 1/2. Par ailleurs, ANC = BNC =
{gagner 2 euros sur les deux premiers lancers}. Par conséquent, P(ANC) = 1/4 = P(A)P(C) et de méme
P(BNC)=P(B)P(C). Les événements A, B, C' sont indépendants deux & deux.

Par ailleurs, A N B N C = {gagner 2 euros sur les deux premiers lancers} qui est de probabilité 1/4 #
(1/2)3. Les événements ne sont pas mutuellement indépendants.

Definition 63 (Indépendance de tribus). Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Deux familles M et
Moy d’ensemble mesurables sont dites indépendantes si VA € M1 et VB € My

P(AN B) = P(A)P(B).

Une famille quelconque de tribus (F;)icr est dite indépendante si pour tout A; € Fi, i € I, la famille
(Aj)icr est mutuellement indépendante.

Proposition 64. Soient Ay et Ay deux sous-ensembles de F stables par intersection finie (]| —systémes)
et indépendants, alors (A1) et 0(Az) sont deux tribus indépendantes.

Démonstration. Soit A1 € A;. On note

M = {AQ S 0'(./42) : ]P)(Al N AQ) = P(Al)P(AQ)}
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On a Ay C M. Par ailleurs, M contient €2, est stable par différence et union croissante, donc c’est une
classe monotone. M contient la classe monotone engendrée par Az qui est égale & o(Az) car Aj est stable
par intersection finie (voir théoréme des classes monotones). D’ou M = o (A2).

De méme, pour Az € o(Asg), on définit

M = {Al S 0'(./41) : P(Al N AQ) = P(Al)P(AQ)}

Par la méme raisonnement, M’ est une classe monotone contenant A; et donc o(A;), d’ot M’ = o(Ay).
On en déduit que o(A;y) et o(Az) sont indépendantes (car As était choisi de fagon quelconque). O]

En généralisant, on a la proposition suivante,

Propriété 65. Soit (C;)ier une familles de | [-systemes, alors (C;)icr sont indépendants si et seulement
si (0(C;))ier sont indépendantes.

Démonstration. S’il y a indépendance des tribus, il est évident qu’il y a indépendance de (C});cr.
Réciproquement, on fixe A4;, € C;, pour 2 < k < p et on consideére

My = {Az’l S U(Cil) :]P)(Ail n... ﬂAZ‘p) = ﬁP(Azk>}

k=1

Par classe monotone, My = o(Cj,).
Soit A;, € 0(Cy,) et on fixe A;, € C;, pour 3 < k < p. On considere alors la famille

P
My = {AZ’2 S U(Cz'l) : ]P)<Ai1 Nn...N Az'p) = H P(Azk)}
k=1
Par classe monotone, My = 0(Cj,). On continue par récurrence et on montre alors que

p
P(Ai, 0. N Ay = [[P(4s)
k=1

pour tout p > 1 et 4;, € o(C;, ) pour 1 < k < p. Cqfd. O

Theorem 66. Soit (F;);.; une famille de sous-tribus indépendantes de F. Soit I = |J,c 4 Lo une partition
de I (I,N1I, =0 pour a #b) et on note Gy = 0(Uier, Fi), alors (Ga),c 4 sont des tribus indépendantes.

Démonstration. La tribu F; contient les informations portées par les événements constituant la tribu.
On note
Ca:{BEf:EL]ﬁni CIaZHAjE.Fj,jEJ,B:ﬂjeJAj}

Pour ¢ € I, on a F; C Cq, par conséquent U;er, F; C Cq C G,. Par ailleurs, C, est stable par intersection
finie. En effet, si B, B’ € C,, alors on peut écrire

BnB =40 (4= () 4
jeJ jeJ’ jeJuJ’

avec A7 = Aj ou A} selon que j € J ou j € J'. Par conséquent, 0(C,) = G et par hypothese les C, sont
indépendants. O
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On rappelle qu’on appelle tribu engendré par une variable aléatoire X la plus petite tribu rendant I’ap-
plication X : Q@ — (R, B(R)) mesurable, i.e.

o(X)={X"1(A): Ae B[R)}
La tribu o(X) est la tribu qui contient toutes les informations liées a la v.a. X.

Definition 67 (Indépendance de variables aléatoires). Deux variables aléatoires X et'Y sont dites indé-
pendants si 0(X) et o(Y') sont des tribus indépendantes, i.e. si VA, B € B(R),

P(X € AY € B)=P(X € A)P(Y € B).
Une famille de variables aléatoires (X;)ier est (mutuellement) indépendantes si leur tribus associées sont

indépendantes, i.e. Vp > 1, Viy,...,ip €I, A;, ..., A;, € B(R),

p
P(X;, € Ay, Xi) € Ay) H (X;, € A,
P

3 Criteres d’indépendance et exemples

Proposition 68. Soit X = (X1,..., Xy) un vecteur aléatoire. Les propositions suivantes sont équivalentes
1. les variables X1,..., Xy sont mutuellement indépendantes,

2. la loi du vecteur X = (X1,...,Xg) est la loi produit des marginales :
Px ::}P)(léé. ..@QIPXE.
3. FX ) Hz lFx(mz)v.%'ERd OUF)(( ) P(Xlgxl,...,ngmd),
4. pour toute fonction (h;)i1<i<q mesurables bornées (ou positives, ou dans L)

d

Ehy(X1) ... ha(Xa)] = [ ] Elhi(X5)),

i—1

5. ox(t) =14, ex, (t:) vt € RY ot px(t) = E[ei<tX>] avec t = (tu,. .., ta),
6. si la transformée de Laplace de X est définie sur un voisinage de 0, Lx(t) = E[e<tX>] =
[T, Lx, (t:) ¥t € RY,

7. (cas discret) P(X1 = x1,...,Xqg =2xq) = Hle P(X; = x;) Vz € R,

8. (cas a densité) si la densité de X = (X1,...,Xy4) est a variables séparables, i.e.
fx(z1,... zq) = fx, (x1) ... fx,(za)

Démonstration. 1. < 2. : Comme l’ensemble des pavés engendrent B(RY) = B(R)®?, et est stable par
intersection finie, les marginales sont indépendantes si et seulement si pour tout pavé A = Ay x ... Ay

d
P(X1 € Ay,...,Xg€ Ag) = HIP’(XZ- € Ay)
=1

Or P(X) € Ay,...,Xg€ Ag) =Px(A) et [[%, P(X; € 4;) =Py, ® ... Px,(A).
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Par conséquent, les marginales sont indépendantes si et seulement si Px et Px, ®...®Px, coincident sur
les pavés (i.e sur B(RY)).

2. & 3. : L’ensemble {B =| — 00, x1|x] — 00, z4],x; € R} est stable par intersection finie et engendre
B(R%), donc on conclut par le théoréme de classe monotone.

2. & 4. On suppose les variables indépendantes, par le théoreme de transfert, puis indépendance +
théoreme de Fubini,

d

d
o) ha(raPx (e ra) = [ / hilo) P, (z) = [] Elha(Xo).
=1

i—1

Efhn(X1) . .. ha(Xa)] :/

R
Réciproquement, il suffit de prendre h; = 14, avec A; € B(R).
1. & 5.,6. : les fonctions s’expriment comme des espérances de fonctionnelles de X et caractérisent la loi.

1. & 7.: (en dimension 2) P(X € AY € B) = > 4, ,pP(X = 2,Y = y) et par Fubini-Tonelli
P(X € A)P(Y € B) =3 ,cayes P(X = 2)P(Y = y).

L8 :P(XcAYeB)= [, 5fxy) (zydedy et P(X € A)P(Y € B) = [, fx(x)dz [ fy(y)dy. O

Remarque. Si X etY sont indépendantes, connaitre les lois marginales suffit a connaitre la loi du couple
(X,Y), ce qui est fauzr en général.

Exemple. 1. Deux v.a. discretes X et Y sont indépendantes ssi P(X = z,Y =y) = P(X = 2)P(Y =
y) pour tout x,y. Il est plus simple de montrer que deux v.a. ne sont pas indépendantes car il
suffit d’exhiber un couple (z,y) tel que P(X = z,Y = y) # P(X = z)P(Y = y). Par exemple,
on lance deux dés et X est le nombre de chiffres pairs obtenus et Y est le max des chiffres, alors
P(X=0,Y=2)=0# i%s =P(X = 0)P(Y = 2). Les varaibles ne sont pas indépendantes.

2. Soit (X,Y) un couple de densité fixy)(z,y) = %]1[071]X[_172} (z,y). La fonction est a variables
séparables, il y a donc indépendance.

_ x2+2wy+5y2

3. Soit (X,Y) un couple de densité fixy(v,y) = ﬁe 6 . Il n’y a pas indépendance, car

foew) (@ y) # fx (@) fr(y) ot fx (@) = e 1/30/\/IBT] /2 et fy(y) = e 1= /0/\/3T] /2.

4. Soit (X,Y’) un couple de densité fix yy(z,y) = /z/ysi 0 <y <z <1 et 0 sinon. Les variables ne
sont pas indépendantes.

Propriété 69. Soit (X;);c; une famille de v.a.. Les variables sont mutuellement indépendantes si et
seulement si pour toute sous-partie finie J de I les variables (X;)je sont mutuellement indépendantes.

Démonstration. Si (X;);cr indépendantes. Soit J C I finie. Alors par le théoreme de transfert pour tout
h; borélienne telle que h;(X;) € L,

E

th(Xj)] = /th(xj)ﬂ”xl,

icJ i€
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4 Corrélation et indépendance

Soient X et Y deux v.a. dans L2. La covariance est définie par
Cov(X,Y)=E[(X -EX])(Y —E[Y])] =E[XY] -E[XI]E[Y].
Si X et Y sont deux vecteurs aléatoires (ligne) dans L?, alors
Cov(X,Y)=E[(X - E[X)"(Y —E[Y])] = E[X'Y] — E[X]'E[Y].
Definition 70. Deuxz variables aléatoires X et'Y dans L? sont dites non corrélées si Cov(X,Y) = 0.

Remarque. Si X etY sont indépendantes dans L? alors Cov(X,Y) = 0, elles sont non corrélées. Mais
la réciproque est fausse.

Exemple. Soit U ~ U[—1,1] et V = U?, alors par parité E[UV] = 0 et E[U] = 0. Les variables ne sont pas
corrélées. Par contre elles ne sont pas indépendantes : P(|U| < 1/2,V > 1/2) =0 # P(|U| < 1/2)P(V >
1/2).

Propriété 71. Soient X, Y deux variables non corrélées alors

Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y).

Si X1,...,Xp v.a. dans L? deuz & deuz non corrélées, alors
n

Var(Xi+ ...+ X,) = Y Var(Xy).
i=1

Démonstration. On rappelle que 'application covariance est bilinéaire, par conséquent,
n n n
Var(z Xi) = CO’U(Z Xi, Z X;)
i=1 i=1 j=1

= Zn: Cov(X;, X;) = Zn: Var(X;) + ) Cov(X;, X;).
=1

ij=1 i

On conclut en remarquant que Cov(X;, X;) = 0 pour i # j. O

5 Evénements asymptotiques

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité.

5.1 Tribus du futur et tribu asymptotique

Definition 72. Soit (F,),>, une suite de sous-tribus de F.
La suite (fn)n>0 est appelée filtration si la suite est croissante, i.e. Yn =2 0, F,, C Frt1-

Exemple. Souvent quand (X,),-, est une suite de v.a., on lui associe sa filtration naturelle :
.Fn - O-(Xl,. ..7Xn).

On a bien F, C Fpi1.
Par exemple, on lance une infinité de fois une piece et X,, est le résultat du n'*™¢ lancer. n représente le
temps. JF;, contient alors toutes les informations de ce qui s’est passé jusqu’a l'instant n : le passé.
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Definition 73. Soit (]:n)n>0 une suite de sous-tribus de F. On appelle tribus du futur, pour n € N,

On appelle tribu asymptotique la tribu

= 7"

Exemple. Si on lance une infinité de fois une picce et X,, est le résultat du n'®™® lancer. Si F,, = o(Xy)
représente le présent (pas une filtration en générall), alors F* = o(X; : k > n) contient toutes les
informations de ce qui se passe apres 'instant n : le futur, et F°° contient les événements asymptotiques.

Exemple. Soit (X;),~; une suite de variables aléatoires. On pose F,, = (Xp).
— On considere I'événement A = {X,, passe une infinité de fois par 0}. On a

A={Vn>1,3k>n: X, =0} = ﬂ U{Xk:O}zlimsup{Xn:O}.

n=>0k>n

On va montrer que a € F? pour tout p > 1. Soit p > 1 fixé. Pour tout n > p, on a {5, {Xx = 0} €

FP. Comme la suite (U, {Xk = 0})n>0 est décroisante, on a (51 Ugsp { Xk = 0} = N5 Upsn { Xk = 0}
Par conséquent, pour tout p > 0, -

limsup {X,, = 0} € F?,

i.e. limsup {X, =0} € F*. L’événement A est un événement asymptotique.
— On considére maintenant I’événement B = {les X, sont bornés par M}. On a

B={¥n>1|X| <M} = () {IXal <M} = {|X2] < M} () {|Xa| <M},

n>1 n=2

Cet événement n’appartient pas a la tribu asymptotique en général car {|X;| < M} ¢ F" pour
n > 2, car F" = o( Xy, Xpi1,...).
— On considere "événement C' = {la suite (X,,),>1 converge}. On a
C = {la suite (X,,)n>1 est de Cauchy}
= {VE €EQTAN>1,Vn=N,qg=20:|X,, — Xpiql < 5}

= N U N X0~ Kl <.

eeQ+ NZ>21n>N
q=0

Soit p > 1 fixé. On a {la suite (X, )p>1 converge} = {la suite (X,4p)n>0 converge}, par conséquent

C= ) U M {Xn—Xniql <e}.

e€eQt N2pn2N
>0

Cependant, (1,5 v 450 {[Xn — Xn+q| <€} €C FP pour tout N > p, donc
U () {1Xn = Xnsgl <} € 7.
NZ>2pn>N

q=0

Par stabilité par intersection dénombrable, C' € FP pour tout p > 0, et donc C € F*°.
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Theorem 74 (Loi du 0-1 de Kolmogorov (Tout ou Rien)). Soit (Fy),,», une suite de sous-tribus indé-
pendantes. Alors la tribu asymptotique est triviale, i.e.

VAe F* P(A) =0 ouP(4) =1.

Conséquence 75. Soit (X,),>1 une suite de variables (mutuellement) indépendantes. On pose F;, =
0(Xy). Les tribus sont indépendantes. Alors comme A et C sont asymptotiques, on a P(A) = 0 ou 1 et
P(C) = 0 ou 1. Par conséquent, soit p.s. la suite passe une infinité de fois par 0 soit p.s. la suite passe un
nombre fini de fois par 0. De méme, soit p.s. la suite (X,),>1 converge, soit p.s. la suite ne converge pas.

Démonstration. On va montrer que F° est indépendante d’elle-méme. En effet, si F>° est indépendante
de F*°, alors tout événement A € F> est indépendant de lui-méme : P(A) = P(AN A) = P(A4)? et donc
P(A) =0 ou 1.

Soit n > 1.

On rappelle que F" = U(U,@n Fk), donc F"™ est indépendant de J(Up<n Fp).

Comme F* = [, F™, on a F>* C F". F> est donc indépendant de O'(U ]-'p> pour tout n > 1.

p<n
Par conséquent, F>° est donc indépendant de J,,-, U(Up <n fp).

L’ensemble C = (.-, a(Up <n fp) est stable par intersection finie. En effet si A, B € C, il existe n, m tels

que A € a(Up<n fp) et B € O‘(Up<m .7-",,), par conséquent AN B € O‘(U ]:p) cC.
F° étant stable par intersection finie, on en déduit que F*° et o(C) sont indépendantes.
Par ailleurs, pour tout p > 1, 7, C C et donc Up>1 JFp CC.

'p<max(n,m)

Comme F* C F! = 0<Up>1 ]:p) C 0(C), on en déduit que la tribu est indépendante d’elle-méme. O

5.2 Lemmes de Borel-Cantelli

Ce sont des lemmes tres important en probabilité. L’un est trivial et 'autre est plus subtile.

Theorem 76 (Lemme de Borel-Cantelli 1). Soit (Ay,)n>1 une suite d’événements telle que

Z P(A4,) < oo,
n=1

alors P(limsup,,_, . An) = 0. Par conséquent, seul un nombre fini d’événements A,, sont réalisés.

Démonstration. On rappelle que limsup A, = (1,51 Ugs, Ak La suite (Uk>n Ak) est décroissante,

donc

n>1

P(limsup 4,,) = im P U Ay

n—00
k>n

Par ailleurs, P(Uk% Ap) < > kon P(Ag). Comme la série Y 7 | P(A,) converge, son reste converge vers
0 et donc P(limsup A,,) = 0. O

Theorem 77 (Lemme de Borel-Cantelli 2). Soit (A,)n>1 une suite d’événements indépendants telle
que

Y P(A,) = 400,
n=1

alors P(limsup,,_,, An) = 1. Par conséquent, ps. une infinité d’événements A, sont réalisés.

o1

Copyright () Héléne Guérin. Université de Remnes 1. 2017



FONDEMENTS DES PROBABILITES - LICENCE 3

Démonstration. On a P(limsup 4,,) = 1 — P(liminf A,,). Comme la suite (ﬂk}n Ay) >, €st croissante, on
a

P(liminf A4,) =P [ | ) () A&

n>0k>n

= lim P ﬂ/Tk

n—00
k>n

m

m
= lim lim P(ﬂ Ak> car ﬂ AL = ﬂ A}, (intersection décroissante)
k>n m=0k

n—o0 m—oQ
k:n =n

m
= lim lim HIP’(%T;C) par indépendance
n—o0 m—oo i

m

= 11 0= FAw)-
=n

Or comme 0 < 1 —2z < e ® pour z € [0,1], on a [[;-, (1 —P(Ax)) < exp(—> 4o, P(Ag)). Comme
> o0 P(A,) = +00, on en déduit que
]P’(lim inffTH) =0.

n—oo

6 Somme de deux variables aléatoires indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. On cherche la loi de X +Y. Comme X et Y sont
indépendantes, la loi de (X,Y) est Py ® Py.
Par conséquent, soit z € R, on a

Fx+y(2’) = IP)(X +Y < Z) = /2 ]lirygsz(dx)Py(dy)
R

 —

Py (d) ( / o ]P’y(dg)) par Fubini

R —0o0

Fy(z — 2)Px (dx)

T

= / Fx(z —y)Py(dy) de facon similaire.
R

6.1 Convolution de mesures
On considére un espace vectoriel mesurable (£, &).

Definition 78. Soient i et v deuz mesures positives sur (E,E) o—finies. On définit le produit de convo-
lution p* v entre deux mesures comme la mesure définie sur (E,E) par

pevd) = [[ Lepeartdoutin) = [ wa-aida),

ot A—zxz={y—z:y € A}

o2
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Il est facile de vérifier que p * v soit une mesure : p* v()) = 0, si (A, )n>0 disjoints alors & x fixé, (A, — )
sont disjoints et par convergence monotone,

[T UA /Z,uA — z)v(dx) Z,u*y

Proposition 79. 1. La convolution est commutative : v = v * pu,
2. & est élément neutre : pu* §g = i,

3. st p et v deux mesures de probabilités, alors p v aussi.

Démonstration. Soit A € £, alors
Lopxv(A) = [[ Lopyeap(dz)v(dy) = v * p(A).
2. ,u*50 (A) = [500(A —2)p(dx) = fE]lxeAM(dﬂU) :;L(A).
3. pxv(E) = [[1sryepp(de)v = [[ge pldz)v(dy) = p(E)v(E) = 1.

Par conséquent si X et Y sont deux variables indépendantes, on a pour tout borélien A € B(R),

P(X +Y € A) = / / gty aPx (dz)Py (dy)

= /]P’y(A — .%‘)Px(dw)

D’ou
Pxty =Px * Py,
et par récurrence si Xq,..., X, indépendantes, alors
]P)ZZ:1X1¢ = IP)Xl X ...k ]P)Xn-
Remarque. Si X,..., X, indépendantes alors la fonction caractéristique ¢ de Y p_, X} vérifie

t) =[] ex.(®
k=1

6.2 Cas des variables discretes

Soit X et Y deux variables discrétes & valeurs respectivement dans S(X) = {wi};c; et S(Y) = {y;},c ;-
Alors X +Y est a valeurs dans S(X +Y) = {2} e avec zx € {z; +yj i€ l,je J}.
Si S(X)=S5(Y)=N, alors S(X +Y) =N et pour n € N, on a par indépendance

P(X+Y:n):zn:P(X=k,Y=n—k):Zn:P(sz)P(Y:n—k).

Exemple. La loi Binomiale B(n, p) est la loi de la somme de n variables de Bernoulli B(p) indépendantes.
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6.3 Cas des variables a densité

Proposition 80. Soit X etY deuz variables indépendantes de densité respective fx et fy. Alors X +Y
est une variable a densité de densité fx x fy ou

Fx* fr( /fx fyz—xdw—/fxz—mfy( Jda

Démonstration. Soit A € B(R), alors

PXer(A) Px Py(A) // ]lA($ + y)Px(d.I)Py(dy)
// La(z + y)fx (@) fy (y)dzdy.

Par changement de variables u = = et v = x 4+ y et Fubini-Tonelli, on a

Pxiv(d) = [ 1a)pxsy o wiudo = [ ([ e - waa)a.

Ceci est vrai VA € B(A), donc X +Y est a densité de densité fx * fy. O

Exemple. Soit X et Y deux variables gaussiennes indépendantes de loi respective N'(m1, 0%) et N'(ma, 03).
Alors X + Y suit la loi gaussienne A (mq + ma, 0% + 03).

On pourrait démontrer le résultat en utilisant la proposition précédente, mais les calculs sont fastidieux
(voir p.104 du polycopié de Jean-Christophe Breton). Regardons la fonction caractéristique ¢ de X + Y.
Par indépendance,

2 2 2 2
(1) = px (E)py (£) = emit T gimat Fe _ ilmibma) T2

On reconnait la fonction caractéristique de N'(my + ma, 0% + 03).

o4
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Chapitre 6

Convergence d’une suite de variables
aléatoires

On se place sur un espace de probabilité (€2, F,P). On considere une suite de v.a. (Xp), -, et X une
variable aléatoire a valeurs dans (Rd, B(Rd)). On note |.| la norme euclidienne dans R

1 Convergences trajectorielles

1.1 Convergence presque-siire

Cette notion correspond & la convergence simple pour les fonctions, cependant exiger d’avoir Yw € €2,
Xp(w) — X (w) est trop restrictif (les v.a. sont souvent définies & un ensemble négligeable pres).

Definition 81 (Convergence p.s.). Une suite de v.a. (Xp), 5o converge vers X p.s. s’il existe N € F tel
que P(N) =0 et
Vw ¢ N, Xp(w) = X(w).

On note X, 25 x.

Remarque. 1. Si X, 25 X, alors
P(X, — X) =1,
car, en reprenant les notations de la définition, N C {w € Q: X, (w) = X (w)} et P(N) = 1.

2. X, = (X1 X B X — (X, .. XY siet seulement si Vk € {1,...,d}, Xk 2% Xk,

Proposition 82. X, 2% X si et seulement si Ve > 0 P(limsup, {| X, — X| >¢e}) =0.

Démonstration. Supposons que X, ~ X. Il existe N € F tel que P(N) = 0 et Yw ¢ N, X,,(w) — X (w).
Soit € > 0.

Si w € limsup,, {|Xn — X| > e} = 20 Upsp 11Xn — X| > €}, alors il existe une infinité de n tels que
| Xn(w) — X(w)| > ¢, ce qui implique que la suite X,(w) ne converge pas vers X (w). Par conséquent
limsup,, {|X,, — X| > e} C N, et donc P(limsup,, {|X,, — X| >¢}) =0.

Supposons que Ve > 0, P(limsup,, {| X, — X| > ¢}) =0.

On pose N = [, limsup,, {|X;, — X| > 27P}. N est un ensemble négligeable comme union dénombrable
d’ensemble négligeable.

Soit w ¢ N. Alors ¥p > 0 w € liminf, {|X,, — X| < 27P}. Il existe n,, tel que Vk > ny, | Xi(w) — X (w)| <
27P. Donc siw ¢ N, Xp(w) = X(w). O
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Corollary 83. Si pour toute >0 ) - P(| Xy, — X| > €) < 400, alors la suite (Xp),,~, converge vers X
D.S.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le premier lemme de Borel-Cantelli pour avoir Ve > 0, P(lim sup,, {|X,, — X| > ¢})
0. O

Proposition 84. On suppose les variables (Xn)n>0 mutuellement indépendantes.
La suite (Xp)n>0 converge presque surement vers 0 si et seulement si Ve >0, > - P(|Xn| > €) < +o0.

Démonstration. 11 suffit de montrer ’équivalence dans un sens. Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que
> ns0 P(1Xn| > €) = +oo. Les événements A, = {|X,| > e} étant indépendants, par le second lemme de
Borel-Cantelli on a P(lim sup,, {|X»| > ¢}) = 1. Donc (X,),,-o ne converge pas vers 0. Contradiction.

Rque : La preuve ne fonctionne que si la limite est nulle pour avoir 'indépendance des A,,. ]

Proposition 85. Soit (¢,,),,5o une suite de réels positifs telle que Y, - gen < +00. Si

> P Xpg1 — Xa| > n) < +o0,

n=0
alors (Xn),,~q converge p.s.

Démonstration. D’apres le premier lemme de Borel-Cantelli, on a P(limsup {|X,+1 — Xpn| > en}) = 0.
On remarque que X,, = Xo + ZZ;(l)(XkH — Xk).

Soit w € liminf {| X, 41 — X,| < &, }, alors il existe n,, > 0 tel que pour tout k = ny, | Xpi1(w) — Xp(w)| <
Ek-

Comme la série de (¢5),,5q converge, la série ZZ;& (Xgt+1(w) — Xg(w)) est absolument convergente. Donc
(Xn(w)) converge pour tout w € liminf {|X,,y1 — X,,| < e,}, qui est de probabilité 1. La suite converge
p-s. ]

On énonce maintenant quelques propriétés immédiates :

Propriété 86. Soit (X,), une suite de v.a..
1. Si Xn 25 X et X, 25 Y, alors X =Y p.s. (unicité p.s. de la limite).
2. 8i X, 25 X et f: R = RY continue, alors f(X,) 2> f(X).

3. St X, =Y, p.s. pour tout n >0, alors X, P2 X si et seulement si Y, LNy 'S

Démonstration. En exo. O

1.2 Convergence dans LP

Soit p € [1, 00].
On rappelle que Pespace LP est 'espace quotient de ’ensemble £P; des v.a. X tel que | X |P intégrable, par
la relation d’équivalence ~,,s, "étre égal presque stirement”.

Definition 87. Soit (Xn)n>0 une suite de v.a. de LP. On dit que la suite converge dans LP vers X, noté

X, 2 X, si
lim E[X, — X[?] =0.

n—-+o0o

Remarque. 1. X, = (X},..., X4 2 x = (X1,..., X9 ssi XF 25 Xk ke {1,...,d}.
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2. Quand p = 1, on parle de convergence en moyenne et quand p = 2 on parle de convergence
quadratique.

3. Une conséquence de linégalité triangulaire est 'unicité de la limite, au sens p.s..
Proposition 88. Soit (Xp), -, une suite de v.a. de L. Si X,, AN X, alors X, L Xpour tout p < gq.
Démonstration. La preuve repose sur l'inégalité de Holder. En effet, si p < ¢,
E[|IX, — X[ < E[| X, — X|9P/°,
O

Le théoreme de convergence dominée permet d’obtenir la convergence dans LP a partir de la convergence
ps.
Theorem 89 (Convergence ps vers convergence dans LP).
Soient (Xp),~q et X des v.a. avec Xy, 2% X, S’il existe Y va. positive telle que
Yn>0,|X, <Y P-—psetY elLP,
alors Xy, € LP et (Xp),5q converge vers X dans LP.

Remarque. Sip = oo, alors

|| X |00 = essup|X|
=inf{c > 0:P(|X| > ¢) = 0}.

L’espace (L™, ||.]|o0) st un espace de Banach. Si X, L% X alors pour toutp > 1, X, X et X, 25X,

Exemple. Soit (X,),5, une suite de v.a. indépendantes de loi
P(X, =xn) =pn, P(X,=0)=1-p,,

avec p, €]0,1] et z,, > 1.
La variables étant indépendantes, la suite (Xn)n>0 converge p.s. vers 0 si et seulement si Ve > 0,
27@0 P(|X,| > ¢) < oo, soit Zn>opn < 00.
La suite (X,),,>, converge dans L? vers 0 si et seulement si E[| X, "] = ppah, — 0.
Par conséquent,
— sip, =2""et x, =2" ona X, P20 et (Xn)n>0 ne converge pas dans L',

1
— sipp,=1/netx, =1 ona X, Lh0et (Xn),>o ne converge pas ps vers 0,

. .S ! .
— sip, =1/n% et 2, =n, on a X, P50, X,, == 0, mais (Xn) 50 ne converge pas dans L2

1.3 Convergence en probabilité

Definition 90. Une suite de v.a. (Xn)n20 converge en probabilité vers X, noté X, Proba % o Xn N X,

st pour tout € > 0,
lim P(|X,, — X|>¢)=0.
n—oo

Proposition 91. X, = (X},..., X% 7% x = (x!,..., X%) ssi Xk "% X* i e {1,....d}.

57

Copyright () Héléne Guérin. Université de Remnes 1. 2017



FONDEMENTS DES PROBABILITES - LICENCE 3

Proba

Démonstration. Si X, X, alors pour tout € > 0,

P Xk — X*| > ) <P(1X, — X| > ¢)

1/2
d
car | Xk - XF < | X, - X| = (S, X5 - x42)

Supposons maintenant que X Proba Xk Vke{l,...,d}. On a

{|X, - X|>etc | {]Xﬁ—X’“\ >a/\/&}

1<k<d

En effet, si pour tout k € {1,...,d}, | XF — X*| < ¢/V/d alors |X,, — X| < ¢
Par conséquent,

P{IX, - X| > ) <[ {J {1xE- X" > e/vd)

1<k<d

<

M=

P(\X,’f RS e/%z).

i

1
Par hypothese, on en déduit donc que lim,,_, P(|X,, — X| > ¢) = 0. O

Proba x et X, Proba Y, alors X =Y ps.

Remarque. Si X,
Démonstration. Soit € > 0, | X — Y| < |X — X,,| +|X,, — Y] et donc on a

P(X - Y| >e) < lim [P(1X, — X| > /2) + P(IX0 — Y| > £/2)] =

Comme P(X #Y) = IP’(U,@1 |X —Y|>1/k) =0, on en déduit X =Y ps. O
Proposition 92. Soit f : R? — RY continue. Si X, Froa X, alors f(X,) Froa f(X).

Par conséquent, si X, Probe x ot y;, 2% Y, alors X, +Y, Proke v 1y et X,Y, LA XY, si (an)n>0
suite de nombres réels tels que oy, — «, alors X, + o, Y, — Proba 5 + oY, etc..

Démonstration. On utilise 'uniforme continuité de f sur les compacts, notamment sur les boules de type
B(0,a). Soit € > 0 et a > 0 fixés.
11 existe n = n(e,a) > 0 tel que Vz,y avec |z| < a, |r —y| <7n, on a |f(x) — f(y)| < e. Par conséquent

{IX| < a} N {|Xn — X| <n} C{If(Xn) - FIX)| < e}
Par passage au complémentaire, on a
{If(Xn) = F(X)| > e} C{IX] > a} U{[Xn — X[ > n}.

Par conséquent

limsup B(|f(X,) — F(X)] > &) <B(IX| > a) + lim B(X, — X| > ) = B(X| > a).

n—oo

Comme X est une va & valeurs dans RY (finie), par convergence monotone lim,_,o P(|X| > a) = 0 et donc
P(|f(X,) — f(X)| > &) — 0 quand n — oo. O
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Proposition 93 (Convergence ps ou L! vers convergence en probabilité).
Si (Xn),>q converge vers X p.s ou dans L' alors (Xn)pso converge en probabilité vers X.

Démonstration. Soit € > 0.
Supposons que X, L% X. Ona

P(|Xn — X|>¢) =E[L|x,_x|>c]-
La variable 1x, _x|-. est dominée par 1 et converge ps. vers 0, on conclut par convergence dominée.
1
Supposons que X, L X. Alors par l'inégalité de Markov,

E[|X, — X
P(|X, — X|>¢) < w

qui tend vers 0 quand n — 4o0. O
Exemple. Soit (X,), -, une suite de v.a. indépendantes de loi
P(X, =x,) =pn, P(X,=0)=1-p,,

avec pp, €]0,1[ et ¢, > 1. On a P(|X,,| > ) = p,, Ve €]0,1].

Prob . . .
Pour p, =1/n et x, =n, on a X, 2% 0 mais X,, ne converge ni ps ni dans L.

Proposition 94 (Convergence en probabilité vers convergence ps).
Si (Xn),so converge en probabilité vers X alors il eviste une sous-suite (Xnk)k>o qui converge ps vers X.

Démonstration. Pour tout k > n, on a lim,_, P(| X, — X| > 2_(’““)) = 0. Il existe donc n; € N tel que
pour tout n > ng, P(|1X, — X| > 2= k1)) g 2-k+1,

On peut supposer que la suite est strictement croissante, car si ny convient, alors n; + 1 convient aussi.
Par conséquent, pour tout k € N,

1P>(1Xnk+1 — X, | > 2"“) < P<|Xnk+1 —X|> 2—(’f+1>) + IP’<|Xnk BE 2—<k+1>) <27k,

La série Y P(

Xopr — Xy | > 2_’“) converge, donc d’apres la Proposition la suite (Xy,),, converge

ps.
On note Y sa limite. Comme X, P25 Y on a X, Probay, O Xn, Proba s car sous-suite de (Xn)n>0.
Par conséquent, Y = X ps. O

Remarque. X, Pr—()bfl X si et seulement si de toute sous-suite on peut extraire une sous-suite qui converge
ps vers X.

Démonstration. Si X, Froba % , il suffit d’utiliser la proposition précédente. Réciproquement, on raisonne
par I'absurde. Si X,, ne converge pas en proba vers X, alors il existe ¢ > 0 et a« > 0 tel que Vn > 0
dng > n tel que P(| X, — X| > ¢€) > a. On construit ainsi une suite strictement croissante d’entiers telle
que P(|X,,, — X| > ¢) > a. On peut alors extraire une sous-suite X, qui converge ps vers X et donc en
probabilité. Mais c’est incompatible avec Vk € N P(|X,,, — X| > ¢) > a. O
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1.4 Uniforme intégrabilité

Definition 95 (Uniforme intégrabilité). Une suite de v.a. (Xp),, intégrables est dite uniformément
intégrable (ou équi-intégrable) si
JE&E};EE[|X”’]1\XM>@} = 0.
Remarque. — Une suite (Xn)n21 bornée par une v.a positive Z intégrable est uniformément inté-
grable.
— Un n — uplet de v.a. (Xk)ke{l,...m} intégrables est uniformément intégrable.
— Considérons deuzx suites (Xp)nen €t (Yn)nen avee | Xp| < |Ya| pour tout n € N. Si (Yy,)nen est
uniformément intégrable, alors (Xp)nen est uniformément intégrable.

Démonstration. — Supposons que | X,| < Z, alors | X, |1x,|5q < Z1 25, et donc

SUp E[| X, |1 x, |50] < E[Z1754).

n=0

On conclut en utilisant le théoreme de convergence dominée.
— Le n-uplet est dominée par la variable Z = »";'_, | Xj| qui est intégrable.
— On utilise le fait que | Xp|1|x,|>q < [Yall}y,|>q pour tout n € N.
O

Proposition 96. Si (Xn)n>1 est une suite de variable de LP telle qu’elle soit bornée dans LPT® pour un
6 >0, alors (X}),~, est uniforméement intégrable.

2 . Xn| [
Démonstration. On remarque que | X, [P1x, psq < ‘Xn‘p%]llxn|p>a < aé%]Xn]pM. Par conséquent,

1
supIEUXn]p]l‘Xn‘pM] < T/SUPE[’Xn’pM}a
neN a®/P nen

qui converge bien vers 0 quand a — oo. O

[\
Q L’hypothese borné dans L' ne suffit pas pour avoir (X,,) n>1 uniformément intégrable (voir I'exemple

1
ott X, I 0 et X, % 0).

On remarque que si X € L', alors Ve > 0, 3 > 0 tel que si A € F avec P(A) < n alors E[|X|14] < e. En
effet, par convergence dominée, & € > 0 fixé, on a pour a assez grand E[|X!]I‘X|>a] < €/2 et donc

E[|X[14] = E[|X|Tangx|<a}] + E[IX L angx|5a1]
< aP(A) +¢/2.

Par conséquent, pour tout A € F avec P(4) < ¢/(2a), on a E[|X |1 4]) < e. Ce résultat est généralisé pour
les suites uniformément intégrables.

Proposition 97 (Critere d’uniforme intégrabilité). Une suite de v.a. (Xp), >, est uniformémement inté-
grable ssi

« Ve >0, 3n > 0 tel que pour A € F avec P(A) <n on a E[|X,,|14] < & pour tout n > 1
et
o sup,>1 E[| X,|] < .
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Démonstration. =] Supposons (X,),,~, est uniformémement intégrable.
Soit £ > 0, il existe a > 0 tel que sup,~; B[| X, |1 x,|5q] < /2.
Soit A € F, on a pour tout n > 1
E[| Xn|14] = E[|Xn|Tangx,1<a}] + E[|XnlLangix,>a}]
< alP(A) +¢/2.
11 suffit de choisir = £/(2a) et la suite est bien bornée dans L' si on considere A = €.

[< Soit € > 0 et 7 tel que pour tout A € F avec P(A) < non a E[|X,|14] <eVn>1.
On pose M = sup,,» E[|X,|]. D’apres l'inégalité de Markov, on a

M

Par conséquent, pour a assez grand on a P(|X,| > a) < n et donc pour tout n > 1
E[|Xnll|x,54) < e

La suite est bien uniformément intégrable.

O
Proposition 98 (Critere de Vitali). Soit (Xp),», une suite de v.a. intégrables. Il y a équivalence entre
1. (Xn),s, converge dans L,
2. (Xn),s1 est uniformément intégrable et (Xp), -, converge en probabilité.
Démonstration. 1. = 2. On sait déja que la convergence dans L' implique la convergence en proba. On
va utiliser la proposition précédente pour montrer que la suite est uniformément intégrable. Notons X

sa limite qui est dans L. Soit & > 0, il existe ng > 1 tel que pour tous n > ng, E[|X,, — Xo|] < /2.
Soit A € F, alors pour n > ng, on a

[ X [14] < El|Xn — Xol14] + E[|Xo[L4]
e
< HE[Xo[1]

Par conséquent, sup, >, E[| Xn|14] < § 4+ E[|Xo|14] et donc

g
SupEHXnUlA] < 5 + sup EHXk:“lA]

n>1 0<k<ng

En prenant A = Q, on obtient sup,,»; E[|X,[] < oo et comme (|X%|)o<k<n, est uniformément intégrable, il
existe 7 > 0 tel que si P(A) < 7 alors supgcj.cp,, E[|Xk|14] < £/2. On en déduit que (X,,) est uniformément
intégrable.

2. = 1. Comme (X,,) converge en probabilité vers X, on peut extraire une sous-suite (n’) qui converge
p.s.. D’apres le lemme de Fatou, on a

E[|X|] = Elliminf | X,/|] < liminf E[|X,|] < sup E[|X,|] < oc.
n
Donc X € L.

Soit € > 0. On a

e+ E[|Xn — XL x,_x|>¢]
e+ E[|Xnllx,—x|>c] +E[|X|1x,-x|>c]
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Comme (X, X,,)n>1 est uniformément intégrable, il existe n > 0 tel que si P(A) <7, on a
E[|X,14] <e E[|X|1a] <e.

Comme la suite converge en probabilité, il existe ng > 1 tel que pour tout n = ng, P(|X,, — X| > ¢) <n.
Par conséquent pour tout n > ng, E[|X,, — X|] < 3¢. La suite converge bien dans L. O

1.5 Criteres de convergence

Les criteres de type Cauchy sont parfois bien utiles pour établir la convergence d’une suite sans avoir a
expliciter la valeur de la limite.

Proposition 99. Soit (Xy,), ., une suite de v.a. a valeurs dans R, Alors

1. (Xy),>, converge presque sirement ssi Ve > 0,

lim P(sup | Xtk — Xn| > E) =0.

n—oo k}l

2. (Xn),>1 converge en probabilité ssi Ve > 0,

lim supP(| X, 41 — Xpn| >¢) =0.

3. (Xn),>1 une famille de v.a. de LP converge dans LP ssi

lim supE(|X,+x — Xn|F) = 0.

n—00 >
Démonstration. 3. Le dernier point est juste le théoreme de Riesz-Fisher : I'espace LP est complet (voir
cours d’intégration).
1. Regardons la convergence p.s.. Si (X,),>1 converge p.s., la suite est ps. de Cauchy. Par conséquent,
Supgs1 | Xnk — Xn| converge vers 0 p.s. quand n — +o0 et donc en probabilité, d’ott le résultat. Réci-
proquement, on pose Y, = sup, ,,, |Xp — Xg| qui est décroissante en n et minorée par 0, donc converge
ps. vers une v.a. notée Y. Par ailleurs d’apres l'inégalité triangulaire Y, < 2supysq | Xpq1r — Xy| ce qui
implique que (Y},),>1 converge en probabilité vers 0 et donc Y = 0 ps. La suite (X,,),>1 est par conséquent
p.s. de Cauchy et donc converge p.s. par complétude de R,
2. Regardons maintenant la convergence en probabilité. Si (X,),>1 converge en probabilité, comme
’Xn+k - Xn’ < ’XnJrk - X‘ + ‘X’n - X’? on a

B(|Xosr — Xu| > €) < P Xurs — X| > £/2) + B(IX,, — X| > /2) < 2supP(|X), — X| > £/2)
k>n
Le majorant convergeant vers 0, on a la premiere implication. Supposons la réciproque, on construit une
suite strictement croissante (n,) d’entiers telle que

supIP’(|an+k - X, | > 2*‘1) <274
k>1

En particulier, IP’(\XMH - Xn,| > 2*(1) < 277 et par conséquent la sous-suite (an) converge p.s. et donc
en probabilité vers X. On a alors,

P(|Xq — X| > ¢) < P(|Xq — Xy, | > €/2)4P(|X,, — X| > €/2) < ?ﬁ)[@qxﬁk - X4 > €/2)+P(|X,, — X|

Les deux termes de droite convergent vers 0 et donc la suite converge en probabilité.
O
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Remarque. La convergence en probabilité est métrisable par la métrique
dp(X,Y) = E[min (| X — Y|, 1)].

mais la convergence ps n’est pas métrisable.

2 Convergence étroite et convergence en loi

La convergence en loi d’une suite de variables aléatoires (X;),,-, correspond a la convergence étroite des
mesures de probabilité Px, .
2.1 Convergence étroite

Soit (fin),cy une suite de probabilité sur R et p une probabilité sur RY.
On note Cp Pensemble des fonctions continues bornées R4 — R et C, 'ensemble des fonctions continues &
support compact R — R.

Definition 100. La suite de mesures de probabilité (i), converge étroitement vers i si

Ve, nl m f(@)pn(dz) = /]Rd f(x)p(dx).

i
— 00 Rd

Proposition 101. Soit H C C, tel que C. C H (adhérence pour la norme ||.||so)-
Une suite de mesures de probabilité (pu,),cn converge étroitement vers pu si et seulement si

vieH, lim [ fa)um(dr) = /R J@pu(dz).

li
n—oo Rd

Démonstration. Si H = C.. On utilise un argument de troncature. Pour p > 0, on introduit la fonction 6,
linéaire par morceaux telle que 6, : RT — [0, 1], avec 6, = 1 sur [0,p] et 6, = 0 sur [2p, +-o0].

Soit f € Cp. On a f(z) = f(x)8p(|z]) + f(2)(1 — 0p(|z])).

Par conséquent
/fd,un = /fgpdﬂn "’/f(l — Op)dpin.
Par ailleurs,

/ F = 8)din < [[f]]o0 / (1= Op(J]) on (d2)).

On a donc

[ s~ [ gau] < | [ 0,0~ [ 16,00+ 1511 (2 [ 01aDntao) = [ oy01intan)).

Comme [0, € C., le premier terme converge vers 0 quand n — oo.
Par ailleurs, 6, € C,, donc [ 6,(|z|)un(dz) converge vers [ 0,(|z|)u(dz) quand n — oo.

Par conséquent,
[ s~ [ s <210 (1 [ oytiautan))

Or, pour tout x € R%, 6,(|z|) — 1 quand p — oo et 0,(|z|) < 1, donc par convergence dominée, en faisant

tendre p — 400, on obtient
lim ’/fdun - /fdu‘ =0,
n—oo

lim sup
n—oo
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Cas général : Supposons que

VheH lim h(z)pn(dz) = /Rd h(z)p(dx).

n—oo Rd

Soit f € C. et € > 0. Il existe h. € H tel que ||f — he||oo < €
Ona f=hs+ f— he et donc

)/fdun - /fdu‘ < ’/hadun - /hadu‘ +2f — helloe

/fdun - /fd#‘ < 2

CQFD. O

et donc, pour tout € > 0,

lim sup
n—o0

Remarque. La continuité de f est essentielle. Si (i), ey converge étroitement vers p, en général, on
n’a pas pi,(A) — p(A) pour A € B(R?).
n—oo

Par exemple, pn, = 61/, converge étroitement vers do, car ffél/n = f(1/n) — f(0) par continuité de f.
Par ailleurs, 61,({0}) = 0 pour tout n > 1 et 6o({0}) = 1.
Theorem 102. On a équivalence entre

1. (un)nGN converge étroitement vers u,

2. Pour tout fermé F, limsup p,(F) < u(F),
3. Pour tout ouvert O, p(O) < liminf pu,(0),
4

. Pour tout borélien B € B(R?) tel que M(E\ B) =0,

lim p,(B) = u(B).

n—oo

5. Pour toute fonction f mesurable bornée tel que u(Dy) =0 ot Dy ensemble des points de disconti-

nuité de f,
Jim [ fdun = [ fdp.

Démonstration. 1 = 2 Soit F' un fermé de R%. Pour k > 1, on considere les fonctions

1

MO W r

Ces fonctions sont continues, bornées par 1. La suite décroit vers 1p(x). Par conséquent, pour
k>1,

lim sup pn, (F') = limsup/]lpd,un < limsup/fkdun = /fkdu

n—o0 n—o0 n—o0

Par ailleurs, par convergence dominée, | frdu converge vers pu(F) quand k — oo. On en déduit que
lim sup jin(F) < (F).

2 & 3 Par passage au complémentaire.
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2+3=4

5=1
4=5

2.2

OnaéCBCE,alors

o

w(B) < liminfp,(B) < liminfu,(B) < limsupun(B) < limsupun(B) < w(B)

Dans le cas ot u(E\B) =0, on en déduit que pu(B) = liminf p,(B) = limsup pn(B).
Si f est continue bornée alors Dy = (), ok.

Soit f : R — R mesurable bornée. Alors ’ensemble {t eR: ,u({ac cRe: f(z) = t}) > 0} est un
ensemble au plus dénombrable, car c’est I’ensemble des points de discontinuité de la fonction de
répartition de la v.a. f définie sur (Rd,B(Rd), u). Son complémentaire, noté D, est donc dense
dans R9.

Soit M > 0 tel que || f||co < M. Soit € > 0. Il existe t1 < ta < ... <ty de D tels que t; < —M et
tr > M et max;<y [t; — ti—1| < e. On pose

k—1

g(z) = Z Lt 100 (f (@)

=1

Alors pour tout = € R, |f(x) — g(z)| < max;<g |t; — t;_1] < . On a donc,

'/fdun—/fd#‘ < ’/gd,un—/gdu’+2s.

Or
/gd,un = ghw({x eR’: f(z) € [tivti-l—l[})
i=1
et

k—1
/gdu = th({m eR’: f(z) € [tiati+1[})'
i=1
Soit B = {z € R?: f(x) € [ti,ti+1]}. Alors

{xEch:ti<f(1')<ti+1}Cé et
BC {l’EDJCc 1t < f(a:) <ti+1}UDf
Par conséquent, B\ B C Ule {zeR?: f(x) =t;} UDy. Comme t; € D° et u(Dy) = 0, I'ensemble

est négligeable ce qui permet de conclure.
O

Convergence en loi

Soit (Xy),,»o une suite de v.a et X une v.a. & valeurs dans R?

Definition 103. La suite (Xy,),5o converge en loi vers X si (Px, ),~o converge étroitement vers Px. On

Lo
note alors X,, = X.

Loi

Propriété 104. Par conséquent, on a X,, — X
ssi V] € Gy E[f(X,)] — E[f(X)],
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ssi Vf € H, avec H C Cp et C. C H, E[f(X,)] — E[f(X)],
n—oo

ssi pour tout fermé F, limsupP(X,, € F) < P(X € F),

ssi pour tout ouvert O, P(X € O) < liminf P(X,, € O),

ssi pour tout borélien B € B(R?) tel que P(X € B\ B) =0,

lim P(X, € B) =P(X € B)

n—0o0
ssi V't € R point de continuité de Fx, lim,_, Fx, (t) = Fx(t).

Démonstration. 11 suffit de vérifier la derniere assertion, pour cela on considere B = 1)_, ;. Si Fix est

continue en ¢, alors IP’(X € B\ B) = P(X =t) = 0. La convergence en loi implique donc la convergence

des fonctions de répartition au point t.
Réciproquement, on considere f € C°, alors pour tout =z € R,

N /x J'(t)dt = /Rf(t)]l]oo,x[(t)dt.

Par Fubini (vu que f est a support compact), on a

_ / PO ()] dt = / PO - Fx(t)dt
R R

Comme ’ensemble des points de discontinuité de Fx est au plus dénombrable, Fy, — Fx A—pp sur R.
Par le théoréme de convergence dominée (en effet, |f'(t)(1 — Fx, (t))| < |f'(t)| € LY(R,dt) car f' € C),

Tim Ef / 7(2) lim (1~ Fx, (1))dt = E[f(X)]
On conclut en utilisant le fait que C2° est dense dans C.. O

Remarque. On peut définir la convergence en loi de (Xn)n>0 vers X sans que les variables soient définies
sur le méme espace de probabilité.

Proposition 105. Si X, Lo X et g : R? — R? une fonction continue, alors g(X,) Lot 9(X).

Démonstration. Soit f : RY — R une fonction continue bornée, alors f o g : R? —> R est continue bornée.
Par ailleurs, E[f(g(Xy,))] = E[f o g(X,)]. On conclut en utilisant le fait que X, iS¢ O

Loi

Corollary 106. Si X,, = (X},..., X9 =5 X = (X!,..., X9), alors pour tout k € {1,...,d}, XF Lok

Xk,
Attention : La réciproque est fausse!

Exemple. Soit X de loi P(X =1) = P(X = —1) = 1/2. On pose X,, = X si n est pair et X, = —X

sin 1mpa1r et Y, = X pour tout n. Comme X = Lot —X,ona X, Lot X et Y, ' x pour tout n > 1, et

done X, 2% X et Y, 2% X. Par contre (X5, Y,) ne converge pas en loi vers (X, X), car sinon X,, +Y,

convergerait en loi vers 2X. Or X,, +Y;, = 2X si n est pair et 0 si n impair (de méme X,,Y,, =1 ou —1
selon la parité de n).

Theorem 107. La convergence loi X, Lo X est équivalente a la convergence simple des fonctions

caractéristiques.
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Démonstration. (en dimension 1.)

Si X, Lok X Comme fi = € est Cp, on a de facon évidente la convergence simple des fonctions
caractéristiques.

Si les fonctions caractéristiques convergent simplement. Soit f : R — R une fonction C2°. Alors sa
transformée de Fourier f(t) = [ ¢ f(z)dz € L'(R,B(R),\) car () = [et " (x)dx = —t2f(t) (par
LP.P. du fait que la fonction est & support compact) et ||?7||OO < ||£”||1, ce qui implique f(¢) = O(1/t?) €
L' (R, dx).

Par le théoreme d’inversion de Fourier,

f(z) = — / e f(t)dt

2

Par conséquent, par Fubini,

BIA(X)) = 5 [ Ble ) e

et on conclut par convergence dominée. O

Theorem 108 (Paul Lévy). On considére une suite de fonctions caractéristiques (¢n),>o de v.a. Xp
réelles. On suppose que pour tout t € R, lim, o0 on(t) = @(t) ot ¢ est une fonction continue en t = 0.

Alors il existe une v.a. X telle que ¢ soit sa fonction caractéristique et X, Lok .

2.3 Liens avec les autres convergences

ljroba

Proposition 109. 57 X, X alors X, Lok x.

Attention, la réciproque de la proposition est fausse. Reprenons ’exemple précédent. Soit X de loi P(X =
1) = P(X = —1) = 1/2 et considérons la suite X,, = X si n est pair et X,, = —X si n impair. Alors
P(|Xn41 — Xn| > ¢) =P(2|X| > ¢) = 1 pour tout € < 1.

Démonstration. Soit t € R%. On a
[ox,(t) = px ()] S E[JeXr — X[] = K|

En effet, ‘e” — 1‘ <2et }e” — 1‘ = ’ifox ei5d8| < zf.
Soit € > 0, comme 1 =1, _x|<c + L|x,—x|>e, On &

it (Xn—X) _ 1H < E[min(2, |t|| X, — X|)].

0, (1) = px (D] < eft[P(|Xn — X| < &) + 2P(| Xy — X| > €)
<elt] + 2P(|1 X, — X| > ¢)

Par conséquent, limsup,,_, . |¢x, (t) — ¢x(t)| < e]t| pour tout € > 0. Il suffit de faire tendre € vers 0 pour
conclure. O

Proposition 110. Soit c € R, Supposons que les variables X,, sont construites sur le méme espace de

probabilité et que X, Lok o Alors Xn Proba .

Démonstration. (en dimension 1). Soit € > 0.

P(|X, —c|>¢e)=P(X,, <c—¢)+P(X, >c+e)
< Fx,(c—¢e)+1—Fx,(c+e).
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Comme ¢ > 0, la fonction de répartition F. de la constante ¢ est continue en ¢ + € et ¢ — €. Comme
X, 4 ¢, alors Fx, (c —¢) — Fe(c—¢) = 0 et Fx,(c =€) = Fe(c+¢) = 1 quand n — oo. Donc
lim,, 00 P(| X, — X| > &) = 0 pour tout £ > 0. O

Lemma 111 (Lemme de Slutsky). On considéere deuz suites (Xn),~qo €t (Yn),>o de variables aléatoires
avec

X, 24X et v, X
Alors on a la convergence en loi du couple (X,,Y,) — Log (X, c).

Démonstration. La fonction caractéristique de (X, ¢) est oy ¢)(t,s) = @x(t)e'*. Soit € > 0. On a

‘(p(Xn,Yn)(t7 S) o (p(X,c) (t, S)‘ — ‘E[eitXn (eisYn _ zsc)] + ezscE[(etin _ ti)”
EHeiSY" _ eiscH + }E[(eltX" eti)H
=els| + P(|[Yn — ] > €) + |ox, (1) — ox ()]

Comme Y, 22" ¢ et X, 22 — X, on a limsup ‘go X, Yo) (t8) = o(x,0) (E, s)| < els| pour tout € > 0. On
conclut en falsant e —0. O

Conséquence 112. Si X, LOL X et X, =Y, Proba 0, alors Y, Lo x.

En effet, d’apres le lemme précédent (X,, X, —Y,) — Lm (X,0) et Y, = f(Xn, Xp—Y,) avec f(u,v) =u—v

fonction continue.
Proposition 113 (Généralisation du Lemme de Fatou). Si X, L% X, alors E[|X|] < liminf, . E[|X,][].
Démonstration. Soit k > 0. Comme z +— min(|z|, k) est continue bornée, on a
E[min(| X|, k)] = nlggo E[min(| X, |, k)] = liminf E[min(|X,|, k)]
< liminf E[| X,]].

On conclut par le théoreme de convergence monotone en faisant k£ — 4o0. O

Exemple. Soit X,, des v.a. de loi géométrique de parametre respectif G(A/n) avec A > 0. La suite X,,/n
converge en loi vers la loi exponentielle £(\).
En effet, la fonction caractéristique de X,, est

px, (t) = - (-2t

Par conséquent,

QOXn/n(t) = ¢x, (t/n) = 1— (1 _ A)eit/n

A
ne=/m — 1) + X\’

Or
n(e—it/n —1) =n(cos(t/n) — 1) —insin(t/n) — —it quand n — oo.

Par conséquent, ¢, /n(t) = A/(X —it). X, /n converge vers la loi exponentielle quand n — oo.
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3 Conclusion

Convergence dans L

1

Convergence dans L

I

Convergence dans L'

1

Convergence p.s. — Convergence en probabilité

—  Convergence en loi
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Chapitre 7

Théoremes Limites

On se place sur un espace de probabilité (€2, F,P). On considere une suite de v.a. réelles (Xy,),, o indé-
pendantes et de méme loi : i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées)

1 Loi des grands nombres : LGN

1.1 Version faible de la loi des grands nombres

Theorem 114. Soit (X,), 5, une suite de v.a. i.i.d. dans L' de moyenne m = E[X1]. Alors

n
1 Proba
— E X; — m.
n “4 1 n—00

1=

Démonstration.
Cas L? : on suppose que les variables sont dans L2.
On note m = E[X;] et 0> = Var(Xy) et on pose M,, = 13" | X;. On remarque que du fait que les
variables sont indépendantes et de méme loi, on a E[M,] = m et Var(M,) = o%/n.
Soit € > 0. Alors par I'inégalité de Tchebychev, on a
2
P(M, —m| > e) < LMa) _ 10

g2 n €2 n—oo
Cas L' : on suppose que les variables sont dans L'.

Lemma 115. Soit (a;)i>0 et (b;)i>o deux suites de nombres complexes avec |a;| < 1 et |b;| < 1 pour tout

1 >0, alors
n
< Z la; — by
i=1

Démonstration. Preuve par récurrence. Pour n = 1 c’est trivial. Supposons la propriété vraie pour le rang
n, alors

n

[Lo~II»

i=1 =1

n+1 n+1

[l II»
=1 =1

n

1

=1

< ’an+1| + |an+1 - bn1|

n n
[ IIb
i=1 i=1

n
<D lai = bil + lans1 = bas.
i=1

Cqfd. O
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Retour a la preuve de la loi des grands nombres.

Soit € > 0. Quitte & écrire X; = m+ X[ et S,/n = m+.S],/n, on peut supposer m = 0. Il suffit de montrer
la convergence en loi de S,,/n vers 0 via les fonctions caractéristiques.

Comme les X; € L', la fonction caractéristique commune ¢ est dérivable en 0. On a p(0) = 1 et ¢'(0) =
iE[X] = 0.

Comme les variables sont i.i.d, on a @g, (t) = ¢(t)" et @g, /n(t) = @(t/n)".

En posant a; = ¢x(t/n) et b; = 1 pour i > 0, d’apres le lemme, on a

|05, /m () = 1] < nlep( t/n)—ll—txflw(t/n)—ll

Comme ¢ est dérivable en 0, on a lim,, . ‘cpg /m(t) — 1‘ t|¢’(0)| = 0. Par conséquent, S,,/n converge
en loi et donc en probabilité vers 0. 0

1.2 Version forte de la loi des grands nombres

Theorem 116 (Kolmogorov). Soit (X,),-, une suite de v.a. i.i.d. dans L' de moyenne m = E[X].
Alors

n—oo

1 n
—ZXi — m  p.s. et dans L'.
n 4=

Remarque. Si (X;),, une suite de v.a. i.i.d. telle que il existe c € R avec

alors E[| X1|] < 0o et ¢ = E[X;].
1l y a donc équivalence entre la convergence presque sure de la moyenne empirique et ’existence d’un
moment d’ordre 1 pour les suites de v.a. i.i.d.

Démonstration. Si on a convergence, alors X,,/n = S, /n— S,_1/(n —1) X n=l P% o _ ¢ =0. Daprés

Borel Cantelli, la suite étant i.i.d., on a Ve > 0, ZIP’('X"| > 6) < oo. Par consequent,

ZPCXnn' > 5> = P(Xu| > ne) =D _P(IX1| > ne)

On conclut en remarquant que ) - P(|X1| > n) < E[X1] <3, oo P(|X1| > n). O

Démonstration. (Loi forte des Grands Nombres dans le cas L?)

On suppose que X1 € L2 On note 2+ = sup(z,0) et 2~ = sup(—=x,0).

On peut écrire X,, = X,7 — X, avec X, et X~ satisfaisants les mémes hypothéses que X,,. Par ailleurs,
on peut écrire M, = 230 | X; = M;F — M ow M;f =250 X Mo =157 X7 et m=E[X{] -
E[X].

On peut donc supposer sans restriction que X, > 0.

On pose Z, = M,>. On a E[Z,] = m et Var(Z,) = 02/n?

On souhaite montrer que Z, 2% m. Soit £ > 0, par I'inégalité de Bienaymé-Chebychev,

2
g
D P(Zn—m|>e) <Y 55 <00
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Donc Z,, P25 m.

Montrons maintenant que M, 2% m. On pose ¢, = [v/n]. On a ¢, < /n < ¢, + 1, par conséquent,
g <n < (gn +1)%

Comme les variables sont positives, en posant S, = Y ; X;, on a

S,z S 2
Zdn Sn < (gn+1)

n S on n
2 2
1
q;nZQ’n g Mn g (qn:;)ZQn‘f‘l

Comme /n — 1 < ¢, < /1, ¢2/n — 1 quand n — co. Comme Z, RN m, par encadrement M, 22 m.
O

Simulations Considérons ’exemple du jeu "Pile ou Face” avec une piece bien équilibrée. La probabilité
de tomber sur "Pile” est alors p = 1/2. Le joueur mise sur "Pile”. On répete plusieurs fois 'expérience et
on observe I’évolution de la fréquence du nombre de succes en fonction du nombre de lancers :

p=05
—— Moyenne empirique

p=05
—— Moyenne empirique

p=05
—— Moyenne empirique

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 100 200 300 400 500 2000 4000 6000 8000 10000

o

Nombre de lancers Nombre de lancers Nombre de lancers

pour n = 50 pour n = 500 pour n = 10000.

1.3 Application de la loi des grands nombres
Estimation d’une proportion inconnue

Une entreprise recoit un lot de composants électroniques. Elle n’accepte le lot que si la proportion de
picces défectueuses est inférieur a 2%.

Ce lot étant important, il est impossible de vérifier I’état de chaque composant. On note p la probabilité
qu’un composant soit défectueux. La quantité p est inconnue.

On choisit un échantillon de n composants au hasard dans le lot. On introduit les variables X; ou X; vaut
1 si le °™m® composant est défectueux et vaut 0 sinon. Les X; sont i.i.d de loi B(p).

D’apres la loi des grands nombres, la fréquence M,, = % >, X, converge p.s. vers p. Il est donc légitime
d’estimer p par M,, pour une grande valeur de n.

On peut se demander si M, est une bonne approximation. Par 'inégalité de Chebychev, pour tout p €
0,1,

p(1 —p) 1
P(|M,, —p| >t) < <
(1M = ] ) nt? Ant?

Donc P(p € [M,, —t, M,, +t]) > 1 —1/(4nt?).
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Méthode de Monte-Carlo

Soit (Xy),,5 une suite de v.a. i.i.d a valeurs dans R, et soit g : R? — R une fonction mesurable telle que
Eflg(X1)[] < oc.

D’aprés la loi des grands nombres £ 37 | g(X;) 2% Elg(X1))-
Si X est une v.a. a densité f, alors E[g(X1)] = [g(z)f(x)dz. Par conséquent, 1 3" | g(X;) est une
approximation de I'intégrale [ g(z)f(z)dz.

Par exemple, si X; ~ U([a,b]), alors £ 3" | g(X;) est une approximation de I'intégrale ;1 fabg(a:)dac.

n

La méthode de Monte-Carlo permet d’approcher numériquement une intégrale que ’on ne sait pas calculer.
Le point fort de cette méthode par rapport aux méthodes numériques (rectangles, trapeze, ...) est que
I’'on n’a pas besoin de régularité sur la fonction g et elle est trés facile & mettre en oeuvre quelque soit la
dimension d > 1.

On peut alors se poser la question de la vitesse de convergence.

Simulations Observons la vitesse de convergence a ’aide de simulations.

On reprend notre exemple et on trace plusieurs réalisations de la trajectoire aléatoire n — M, (chaque
réalisation ayant une couleur différente sur le graphique). On obtient le résultat suivant

Fréquence de succes en fonction du nombre de lancers

1.0

0.8

0.6

Moyenne empirique

0.4

0.2

0.0

T T T T T T
0 100 200 300 400 500

Nombre de lancers

On observe que la convergence est plutot lente. Essayons différentes fonctionnelles pour évaluer la vitesse
de convergence (courbe tracée en noir).
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e

Moyenne empirique
Moyenne empirique

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Nombre de lancers Nombre de lancers

la vitesse semble moins rapide que n la vitesse semble plus rapide que In(n)

o

Moyenne empirique
Moyenne empirique

T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

°

Nombre de lancers Nombre de lancers

la vitesse semble moins rapide que % la vitesse semble de 'ordre de /n.

Le théoreme central limite va nous fournir la vitesse de convergence de la loi des grands nombres.

2 Théoréme Central Limite (TCL)

Theorem 117. Soit (X,),,~, une suite de v.a. réelles i.i.d. dans L* d’espérance m = E[X1] et de variance
02 =Var(Xy) > 0. On pose Sy, = > | X;. Alors

Sn —nm ;
n Loi N(O, 1)
o'\/ﬁ n—00
ce qu’on peut réécrire sous la forme,
nl 1< ;
VI LSS v ) Lo N(0,1).
g n 1 n—00

1=

Conséquence 118. Pour tout a,b € R, sous les hypotheses du théoreme, on a

n—o0

Vi (1g~y
P - n;Xl m | €la,b] | — P(Z € [a,b]), avecZ~N(0,1).

Démonstration. En remplacant X; par Xla;m on peut se ramener a m =0et o = 1.

Lemma 119. Pour tout x € R,

, P Gix)F P+l 9| p|P
o S| (L A

| 1’ |
= k! (p+ 1! p!
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Démonstration. On utilise la formule de Taylor avec reste intégral ;

p

e —Z 7l +

k=0

o+l oz )
(x — s)Pe*ds.

p! Jo
Par conséquent,

|$‘p+1

(p+ 1)

/O "z — s)vds

iP (ix)P

* _ \p—1_is o
‘(P—l)!/o(x s

O

Comme les variables sont i.i.d, ¢, /n(t) = @(t/n)". D’apres le lemme en posant a; = @(t/n) et
b; = (1 —1t%/2n), on a

ot/ V)" — (1= 2/2n)"| < no(t/v/n) — (1 £2/2n)|

Par ailleurs, d’apres le lemme et en remarquant que E[X] = 0,

n 6nl/2’

nlo(t/v/m) — (1 — 2/2n)| < nE [min (tgﬁf tQ’XP)] - E[min (tg’X’s ﬂxﬁﬂ .

Par le théoreme de convergence dominée, on en déduit que limy,o0 [0(t/v/n)" — (1 — ¢2/2n)"| = 0.

2
Par ailleurs, (1 — t2/2n)" = €" " <1 2“) — e t*/2 qui est la fonction caractéristique de la loi (0, 1).
n—oo
On conclut en utilisant le théoreme de Paul Lévy.

O]

Application
On considere des variables X; i.i.d. dans L?. On peut toujours approcher la loi de S,, = o, X, par la
loi normale quelque soit la loi initiale des X;.

Par conséquent, si X,, ~ B(p), on sait que S,, ~ B(n,p). Comme % est proche de la loi N(0,1), on
np(l—p

dit que la loi B(n, p) est proche de N (np,np(1 — p)) pour n grand.

Par conséquent, si X,, ~ P(A), on sait que S, ~ P(n\). Comme S”;\/nfn)\)‘ est proche de la loi N(0,1), on

dit que la loi P(n)) est proche de N'(n\, n\) pour n grand.

Simulations Observons ’évolution de la loi Binomiale B(n, p) en fonction de n vers la "cloche gaussienne”,
pour p=1/2:
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Binomiale B(1,p) Binomiale B(5,p) Binomiale B(10,p)
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Exemple. Un joueur qui doit choisir au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes obtient certains
avantages s’il découvre un roi. On constate qu’il a retourné 11 fois un roi sur 50 essais. Peut-on présumer,
au risque de 5%, que ce joueur est un tricheur ?

La probabilité de tirer un roi dans un jeu de 32 cartes est p = 4/32 = 1/8. On introduit les variables
aléatoire X; qui représentent le résultat du i®™ € jeu. On a X; = 1 si le joueur obtient un roi et X; = 0 si
le joueur obtient une autre carte qu’un roi. On suppose que le jeu est bien mélangée entre chaque tirage,
et donc de fagon naturelle les variables X; sont indépendantes, de loi de Bernoulli B(1/8).

On va exprimer un intervalle de fluctuation de la fréquence de succes. D’apres le théoreme central limite,

P(Mne [p—tvp(;ﬁp),pﬂvp(jﬁp)]) —P<(\(_)!M —pl <t> — (|2 <),

avec Z ~ N(0,1).
Ici n = 50 que 'on va supposer assez grand pour utiliser 'approximation gaussienne. On choisit ¢ > 0 tel
que P(|Z| < t) =2P(Z < t) — 1 = 95%. D’apres la table gaussienne, on a ¢t = 1,96. Par conséquent, pour
p=1/8 et n =50,

P(Mg,o S I) ~ 95%

avec I = [f — 196, L+ 1. 968\fﬁ] — [0.033,0.217].

Le joueur a obtenu une fréquence de succes de 11/50 = 0.22 qui est hors de 'intervalle de fluctuations.
Par conséquent, au niveau de risque 5%, on peut mettre en doute I’honnéteté du joueur.

Application Construction d’intervalles de confiance.
Reprenons un exemple précéent. Une entreprise recoit un lot de composants électroniques. Elle n’accepte
le lot que si la proportion de pi¢ces défectueuses est inférieur a 2%.
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On note p la probabilité qu’un composant soit défectueux. La quantité p est inconnue.

On choisit un échantillon de n composants au hasard dans le lot. On introduit les variables X; ou X; vaut
1 si le *™® composant est défectueux et vaut 0 sinon. Les X; sont i.i.d de loi B(p).

En statistique, la fréquence M,, = %2?21 X; est appelée moyenne empirique et est notée X,,. D’apres la
loi forte des grands nombres, la fréquence X,, converge p.s. vers p. Il est donc légitime d’estimer p par X,
pour une grande valeur de n. On parle d’estimation ponctuelle de p.

Par ailleurs, comme les variables sont centrées en p, d’apres le T.C.L, on a pour tout ¢ > 0,

(e 2t oo oo ] eromen. ez

On peut par exemple choisir t = 1.96, et pour n assez grand, on a, Vp €0, 1],

— 1.96 — 1.96
P X, -0 X, +o-2|) ~P(|Z| < 1.96) = 95%.
(e [Frmorg Tor o 7)) =Pt < 106) - 05%
2

Dans le cas de la loi de Bernoulli, on a ¢ = p(l — p) qui est inconnu, par conséquent l'intervalle

n )

(X1,...,X,). On va alors introduire un estimateur de o? = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?%.

{Xn _ty/2dn) X, +t p(lnp)} ne peut pas étre calculé juste avec la connaissance de 1’échantillon

On consideére une suite de variables indépendantes (X,,),>1 i.i.d. dans L? d’espérance m et de variance
o2. Un estimateur naturel de la variance est la variance empirique

1 - 1 & _
= (X=X = XX
=1 =1

On remarque que E[S2] = 2152 et d’apres la loi des grands nombres S2 2% E[X?] — E[X]? = 02. En
utilisant le Lemme de Slutsky et le théoréme central limite, on en déduit que

\/ﬁ; 1 - Loi

Dans le cas, ot les v.a. X; suivent la loi B(p), on remarque que S2 = X, (1 — X,,), car X? = X;. Par
conséquent, pour tout ¢ > 0, pour tout p €]0, 1],

— P(|Z] <t), avec Z ~N(0,1).

n—oo

Plpe [ X,—1,96

Conclusion

Quelque soit p €]0,1[, I'inconnue p est dans l'intervalle [Xn — 1,964/ w7yn +1,96 X”(lX")}

n

avec probabilité 95% pour n assez grand. Cet intervalle est calculable & partir de 1’échantillon, qui est
connu. On appelle cet intervalle intervalle de confiance asymptotique de p au niveau de confiance 95%.
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3 Preuve de la loi forte des grands nombres

Theorem 120 (Théoreme des séries centrées). Soit (X,,)n>1 une suite de variables réelles indépendantes
telle que Vn > 1 X, € L* et E[X,] = 0.
Si Y s E[XZ] < 00, alors (Sp)n=1 converge p.s. et dans L* vers une v.a. réelle.

Démonstration. On montre tout d’abord le lemme suivant :

Lemma 121. Soit (X,),>1 une suite de variables réelles indépendantes telle que Vn > 1 X, € L? et
E[X,] = 0. Alors pour tout € > 0, on a

Var(S
P(sup |5kl > 2) < L5,
1<k<n €
Démonstration. On introduit les événements disjoints
A = {‘Sl‘ <&, ’Sk,ﬂ <eg, ‘Sk‘ = €}.

n

E[Sz] 2 ZE[S%]IAJ = Zn:E[(Sn — Sk + Sk)Q]lAk]

k=1 k=1
> E[(2(Sn — Sk)Sk + Si)1a,].
k=1

Comme Ay € o(Xy,...,Xg), S est o(Xy,..., Xg)-mesurable et S, — Sy = > 1", ., X; est indépendant
de o(Xy,...,Xg), on a E[2(S,, — Si)Skla,] = 2E[S, — Si]E[Sk14,] = 0 car les X; sont centrées. Par
conséquent,

E[S?] > ZE[S,%]lAk] > 52ZIP’(Ak) = 2P( sup |Sk| > e).
k=1 k=1

1<k<n
O
Démontrons maintenant le théoreme des séries centrées.
D’apres les criteres de convergence, on a (Xn)n>1 converge presque stirement ssi Ve > 0,
lim ]P’(sup |Sptk — Sn| > 6) =0.
n—oo k}l
Soit € > 0, par monotonie on a
P(sup|Sn+k — Syl > 5) = lim P sup [Spqr — Sn| >¢].
>1 p—=oo \1<k<p
Par ailleurs,
n+k k
Sn+k - Sn = Z Xz = ZXnJrz
i=n-+1 =1
Par conséquent, en utilisant le lemme et I'indépendance des variables centrées X,
1 1 n+p
2
]P’( sup |[Sptk — Sn| > E) < 5 Var (Z X,H_i) == Z E[X/].
1<k<p 9 ; IS
IPX =1 i=n+1
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On obtient ainsi,
1 o0
P(Sup\5n+k — S| > 6) <5 > EX7).
k=1 R —

Comme la série > E[X2] converge, on obtient que la suite (S,,),>1 converge ps.
0

Dans le cas des sommes de v.a. indépendantes, on a un résultat remarquable sur les différents types de
convergence.

Theorem 122. Soit (X,,)n>1 une suite de variables réelles indépendantes. Pour n > 1, on pose S, =
> heq Xk. On a équivalence entre

1. (Sp)n>1 converge p.s. vers une v.a. réelle,

2. (Sp)n>1 converge en proba vers une v.a. réelle,

3. (Sn)n>1 converge en loi vers une v.a. réelle.

Démonstration. Voir Probability and Measure de P. Billingsley. O

Donnons maintenant une preuve de la loi forte des grands nombres. On rappelle tout d’abord quelques

lemmes bien utiles en analyse.

Lemma 123. Soit (by)n>1 une suite croissante de réels strictement positifs telle que lirf by, = +00. On
n—-+0oo

pose bg = 0.
Soit (xn)n>1 une suite de réels.

1 n

Cesaro : Si la suite (x,)n>1 converge vers x alors ngrfoo o (b, — bg—1)zK = 2.
n,g._

, k_11 .
Kronecker : Si la série Z Emn converge dans R alors ngr}:oo - Zxk =0.
n>1 k=1
1
Lemma 124. PO'LLT(]>1, k}l, Z niagm.

n>k+1

Démonstration. Comme la finction z — x~ est décroissante sur ]0, oo, on a

Y n a B [e%s} u B klfa
Zn < Z/_lm da:—/k T dx_(a—l)'

n>k-+1 n>k+1""
O
Démonstration. (Loi des grands nombres)
On peut supposer sans perte de généralité que m = E[X;] = 0 et on souhaite montrer que M, =
LS 1 X, converge p.s. vers 0.
On pose

—

Xn = Xolix,<ns M= 5 30y Xi;
Xo= X0 -E|X,|, M,=150, X
Les suites ()?n) . et ()?n> . sont toutes les deux des suites de v.a. indépendantes. On va procéder en
n= n=

deux étapes :
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(a) On a les équivalences suivantes
1. M, P50 si et seulement si ]\/Zn 2500,
2. J\/Zn P20 si et seulement si Mn 2500.
(b) On montre que M, 5 0.

Montrons le premier point. .
(a) 1. On montre que M, — M, > 0.

OnaVvn >1, M, Mn =1 Zk 1 Xk]l|Xk|>/1€ Comme les variables sont de méme loi, on a

Y P(Xal = n) =) P(X1] >n) S T+E[IX4]) <

n=1 n=1
Donc d’apres le premier lemme de Borel-Cantelli,

P(limsup {|X,,| = n}) = 0.

Soit w € liminf {|X,| < n}, il existe alors n, > 1 tel que Vn = ng,, |Xp(w)| < n, ie. Xp(w) =
X, (w). Par conséquent, M, (w) — My(w) = 233, Xi (W)X, (w)zk- On en déduit que pour
tout w € liminf {| X,,| < n}, événement de probabilité 1, My (w) — M, (w) = 0 quand n — +oo.

2. On va maintenant montrer que M M —— 0. Du fait que les variables soient de méme loi,
on remarque que

—~ = 1 1<
My = My =~ > E[Xilpy, o] = — Y E[X11 x5
k=1 k=1
Comme X; € L', par convergence dominée, on a hmn%OOIE[Xl]H X1|>n] = 0. En utilisant le

lemme de Cesaro avec b, = n et z,, = E[Xlll‘ X1|>n], on en déduit que M,, — M,, converge vers
0.
(b) On étudie la convergence p.s. de (Mn) -
n=

Comme M, = %22:1 X, d’apres le Lemme de Kronecker, il suffit de montrer que > orq )N(k/k
converge dans R p.s.

D’apres le théoreme des séries centrées, il suffit de montrer que ZE[)?,QZ]/ n? < oo. On a
n=>1

S Bl = 3 | (% B[]) ] = X ver (%) < X e ]

n>1 n=1 n=1 n=1

Comme les variables sont de méme loi, on a pour tout n > 1,
E|X2] = E[X21)x,1cn] = E[XPL1x, <],
Par conséquent, par Fubini-Tonelli et en utilisant le lemme [124]

S Laie < [xlz S| <El YL

n>1 n>1 n>[| X1 []+1

<8 < <

Par conséquent, Mn P20 et donc M,, 25 0.
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Montrons maintenant la convergence de (My),,-, vers 0 dans L'. Soit p > 1, on a
|Mn| = min(|Mn|7p) + (|Mn| _p)+

ol (z —p)*t = sup(z — p,0).Comme la fonction z — (x — p)™ est convexe croissante, on a

1 n
(1M =p)* < =D (1X| —
=1

n

Par convergence dominée, a p fixé, on a E[min(|M,|,p)] — 0 quand n — oo et comme les variables sont
de méme loi

E[(|Mn] = p) ZE (1Xkl =p)] =E[(|X1] - p)"].

Par convergence dominée par | X[, on a IE[(|X 1| —p)+] = 0 quand p — co. On en déduit la convergence
vers 0 dans L' de (M,,)n>1. O

4 Extensions

On peut se demander s’il existe des extensions a la loi des grands nombres ou au TCL pour des suites de
v.a. non i.i.d. Le théoreme des séries centrées permet de travailler avec des suites de v.a. indépendantes
mais pas nécessairement de méme loi. Si les variables sont faiblement dépendantes, dans le cas des chaines
de Markov, on a alors un théoréeme similaire qui s’appelle le théoréme ergodique.

Dans le cas du théoréme central limite, on peut affaiblir les conditions. Le théoreme reste notamment
vrai sous les conditions de Lindeberg : supposons que les v.a. (X,,) sont indépendantes dans L?, mais pas
nécessairement de méme loi. En notant m,, = E[X,,], 02 = Var(X,,) et s2 = > }_, o2, si pour tout € > 0,

. 2
52 ZE = )13, 5] = 0
alors
1 " Loz
Sn ko1

Il existe par ailleurs un théoreme de Loi des grands nombres et un théoréeme Central Limite pour certains
types de processus (X, )n>1, appelés martingales. Pour ces processus, la dépendance entre X, 11 et F,, =
o(X1,...,Xy) est controlée par la condition suivante : connaissant le passé F,,, la loi de X,,11 est centrée
en X,,.

5 Exercices

Exercice 1. Une compagnie aérienne gere des vols de 200 passagers avec les données suivantes :

e le poids en kilogrammes d’un passager est une v.a.r. d’espérance 65 et d’écart type 15;

e quand le poids maximal de bagages autorisé par passager est de Mkg, le poids de bagages
par passager en kilogrammes est une v.a.r. d’espérance 0.7M et d’écart type 0.2M ;

e les 400 v.a.r. "poids des passagers” et "poids des bagages” sont indépendantes.

Quelle valeur de M maximale permet d’avoir 95 chances sur 100 de faire rentrer 200 passagers dans ’avion
sans dépasser la charge maximale autorisée, égale a 18 tonnes ?
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Corrigé : On note X; le poids du ™ passager et B; le poids de son bagage. Les variables sont supposées
indépendantes. Les X; suivent la méme loi et les B; suivent la méme loi. Le poids des 200 passagers et de
leurs bagages est ng‘{ Z;, avec Z; = X; + B;. On cherche par conséquent M tel que

200
P(Z Z; <18 000) > 0.95.
i=1

Les variables Z; sont des v.a. i.i.d d’espérance 65+0.7M et de variance 225+ (0.2M)2. On sait que d’apres
le théoreme central limite, on a

W( Zz 65+0.7M))ﬂ>z ~N(0,1).

Par conséquent,
200
P (Z Z; < 18 000)
=1

B m 200 \/m
_P<\/m<20022 65+0.7M)> < 225+(0_2M)2(90—(65+0.7M))>

(7« V200
225 + (0.2M)?

(25 — 0.7M)> .

D’apres la table gaussienne, il faut

V200
225 + (0.2M)2

(25— 0.7M) > 1.65

On a par conséquent besoin de résoudre I’équation de degré 2

1.65
(25—0.7M)2—(200) (225 + (0.2M)%) =0
1.65 x 0.2\ 2 (1.65)2
) — | =) | M? — 1.4 x 25M + 625 — 22
((07) ( 500 )) X 25M + 625 — 225

0.49M? — 35M + 621,94 =0

On a A = 6, les solution sont My = 33.21kg et My = 38.21kg. La compagnie d’avion choisi par conséquent
M = 33kg. A
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Chapitre 8

Vecteurs Gaussiens

1 Variables gaussiennes

Definition 125. Une variable X suit la loi normale (gaussienne) N (m,o?) avec m € R et o > 0 si sa

loi est a densité donnée par

1 —(z=m)?
e 20

flz) =
Remarque : Si o = 0, la loi de la variable est dégénérée et la v.a. X est constante égale a m. On étend
ainsi la dénomination de v.a. gaussienne aux constantes.
Propriété 126. 1. X ~ N(m,0?) si et seulement si 2= ~ N(0,1).
2. E[X]=m et Var(X) = o>

oV 2T

) o2t
3. Fonction caractéristique : px(t) = e"™e™ 2

4. Si X ~ N(mx,0%) et Y ~ N(my, o) indépendantes, alors X +Y ~ N (mx + my,c% + o).

2 Vecteurs Gaussiens

On se place dans R?. On note A* la transposée d’une matrice A. Un vecteur X a valeurs dans R sera
toujours considéré comme un vecteur colonne :

X1
X = : = (X1,...,Xg)"
Xq

On note le produit scalaire < z,y >= Zf-l:l iy = aty.

Definition 127. Un vecteur aléatoire X de R est gaussien si toutes les combinaisons linéaires de ses
coordonnées suivent un loi gaussienne : Va € R¢ < a, X >= Zle a; X; est de loi gaussienne.

Attention : Savoir que pour tout i > 1, X; est une variable gaussienne ne suffit pas pour que X =
(X, ..., X4) soit un vecteur gaussien.

)

Par contre, X = (X1,..., Xy), avec les X; indépendantes de loi normale, est un vecteur gaussien.

Proposition 128. L’image par une application linéaire d’un vecteur gaussien est encore un vecteur
gaussien, i.e. si X est un vecteur gaussien et A € M, q(R), alors AX est un vecteur gaussien de RP.

Démonstration. Soit a € RP. On a < a,AX >= o' AX = (At a)tX =< Ala,X > qui suit une loi
gaussienne car combinaison linéaire du vecteur X. O
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2.1 Loi d’un vecteur gaussien

Rappel : un vecteur aléatoire X de R? est dans L? si et seulement si Vi € {1,...,d} X; est dans LP.
Par conséquent, un vecteur gaussien est dans LP pour tout p > 1.

Definition 129. Soit X = (Xq,... ,Xd)t un vecteur aléatoire de RY.
Si X € L', E[X] = (E[X4],...,E[X4))". Si E[X] =0 le vecteur est dit centré.
La matrice de covariance d’un vecteur X de L? est la matrice carré symétrique positive
Cov(X) = (Cov(X,, Xj))lgz‘,jgd
= E[XX'] - E[X]E[X]*

(E[Xi X;] — E[XGIE[X])1<; j<d
E[(X — E[X])(X — E[X])"].

Proposition 130. Soit X un vecteur aléatoire de RY. X est un vecteur gaussien si et seulement si sa
fonction caractéristique est de la forme

1 1
Z — exp (z <z,m > 5 <Kz, z >> = exp <iztm— taKz>

oum € R? et K une matrice réelle symétrique positive.
Dans ce cas m =E[X] et K = Cov(X).

Démonstration. Supposons que X est un vecteur gaussien. La fonction caractéristique de X est définie

par, z € R4,
SDX(Z) — E[ei<Z7X>:| — E[eizzzl Zka:|

ou < z, X > est une variable gaussienne d’espérance E[< z, X >] =< 2z, E[X] > et de variance
Var(< z, X >) = E[(zt X)Q} - (ztIEI[X])2 = E[X X"z — 2" E[X|E[X] 2 = 2 Cov(X)z,

en remarquant que < z, X >= 2! X = X'z. Par conséquent,

i<z,E[X]>e—%zt Cov(X)z i<z,E[X]>e—%<z,COU(X)z> )

ox(2) =px>(1)=e =e

Supposons maintenant que X est un vecteur aléatoire de fonction caractéristique
. 1 . 1,
vx(z) = exp 2<z,m>—§<Kz,z> = exp zzm—§sz

Soit t € R, alors
1
Yoz x>(t) = px(tz) = exp <z <z,m>t-— 5 < Kz, z> t2>.

On en déduit que pour tout z € R? < z, X > est une variable gaussienne d’espérance < z,m > et de
variance < Kz,z >. X est donc un vecteur gaussien.

Identifions maintenant m et K.

Par linéarité E[< z, X >] =< 2z, E[X] >=< z,m > pour tout z € R? et notamment pour les vecteurs de
la base canonique (e;)1<i<q4- On en déduit que m = E[X].

De méme, on a Var(< z, X >) =< z,Cov(X)z >=< Kz, z > pour tout z € R?. En prenant z = e; + ae;j
et du fait que les matrices sont symétrique, on obtient Cov(X);; + 2aCov(X);; + a?*Cov(X);; = Ky +

20K +a’K 4 pour tout & € R. Un polynéme qui a un infinité de racines est nul et donc Cov(X);; = Ky,
Cov(X);; = Kij, Cov(X)j; = Kjj. On obtient ainsi de suite K = Cov(X). O
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La loi d’'un vecteur gaussien est entierement déterminée & partir de son espérance et de sa matrice de
covariance.

Definition 131. La loi d’un vecteur gaussien de moyenne m € R et de matrice de covariance K (matrice
symétrique positive) est notée Ny(m, K).

Remarque. — Sim=0 et K = Id, alors px(a) = e~ llall?/2,
— Sim =0, Cov(X) =E[XX] et donc px(a) = e El<a-X>?1/2,

Proposition 132. Si X ~ Ny(m,K) et A € My q(R), alors AX ~ Np(Am, AKAY).

Démonstration. On sait que AX est un vecteur gaussien. Comme l’espérance est linéaire et que A est une
application linéaire, E[AX]| = AE[X]. Par ailleurs,

Cov(AX) = E[A(X —m)(A(X —m))"] = AE[(X — m)(X —m)']A" = ACov(X)A".

Definition 133. Un vecteur gaussien X ~ Ny(m, K) est dit dégénéré si K est non inversible.

Si X est dégénéré alors il existe a € R, a # 0 tel que Ka = 0. Par conséquent, Var(< a,X >) =a'Ka =0
et donc < a, X >=E[< a,X >] ps.

On remarque que X prend ses valeurs dans I'hyperplan d’équation < a,z >= b, avec b = E[< a, X >] et
X vit dans un sous-espace affine de dimension inférieur ou égal a d — 1.

Par exemple, si N = N(m,0?) est une variable gaussienne en dimension 1, alors le vecteur gaussien
X = (N,...,N)! vit sur la droite 1 = 23 = ... = 24.

Proposition 134. Si X ~ Ny(m,K) est un vecteur gaussien non dégénéré, alors \/F_l(X —m) ~
Ny(0,Id).

Démonstration. Comme X est non dégénéré, K est une matrice symétrique définie positive. Il existe
A = VK telle que K = AA!. En effet comme K est diagonalisable & valeurs propres positives dans une

¢
base orthonormale, on a K = P! DP et il suffit de prendre A = P! DY/2. On a K = \/E(\/E) )

~1
Y =vVvK (X —m) est un vecteur gaussien (comme image par une application affine de X) d’espérance

_ N _ t N
0 et de covariance Cov(Y) = VK IK(\/K 1) =VK 1\/?(\/?) (\/ﬁ 1) = Id. O
Remarque. Si X ~ Ny(m, K) avec K inversible, alors on peut écrire X = /K Z+m avec Z ~ Ny(0, Id).

2.2 Indépendance

Proposition 135. Soit (X,Y) un couple gaussien. Alors X et'Y sont indépendantes si et seulement si
Cov(X,Y)=0.

Démonstration. Si les variables sont indépendantes, il est clair que Cov(X,Y") = 0.
2
Inversement, si Cov(X,Y) = 0. Alors (X,Y) ~ Ny (m, [ 06( 002 ]) La fonction caractéristique de
Y
(X,Y) est donc
exy) (1, t2) = MRy 2o RN T — (1) oy (b).

Les variables sont indépendantes. O
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Corollary 136. Soit X un vecteur gaussien. Les coordonnées de X sont indépendantes si et seulement
si la matrice de covariance Cov(X) est diagonale.

Corollary 137. Soit (Xi,...,X4,Y1,...,Y,)" un vecteur gaussien. Les vecteur X = (X1,...,X4)" et
Y = (Y1,...,Y,)! sont indépendants si et seulement si Cov(X;,Y;) = 0 pour tous i # j.
2.3 Densité gaussienne en dimension d

Soit X un vecteur gaussien de loi Ny(0, Id). Les coordonnées sont indépendantes donc Py = Px, ®...QPx e
Par conséquent,

1 *m% —%d
Tiy...,Tq) = €T ...e 2
P o) = oa
2

(vV2r)! (V2!

Dans le cas général, X ~ Ny(m, K), si K est dégénéré, alors X ne peut pas avoir de densité par rapport
A la mesure de Lebesgue sur R? car il vit dans un sous-espace de dimension strictement inférieure & d
(qui est donc de mesure nulle pour Lebesgue sur R%). On pourrait cependant étudier le vecteur dnas le
sous-espace de dimension inférieure dans lequel il vit.

Proposition 138. Soit X ~ Ny(m, K) un vecteur gaussien.

Le vecteur X admet une densité par rapport & la mesure de Lebesque sur RY si et seulement si K est
inversible.

Lorsque K est inversible, la densité sur R% par rapport & la mesure de Lebesque, donnée par

1 - (x—m)tK;l(x—m)
(v2r)?\/det(K)

Démonstration. Comme K inversible, on peut écrire X = v K Z +m avec Z ~ Ny(0,Id). Soit h : R? — R
une fonction mesurable bornée. En effectuant le changement de variables © = v Kz + m qui est bien un
C!—difféomorphisme car K est non dégénérée et en remarquant que det(v/K) = 1/det(K), on obtient

fx(z) =

E[h(X)] = E[h(\/EZ + m)] - \/;)d [

2
IEI

(VKz+m)e™ 2 dz

1 / h(x)e,nx/?*l;z—mw .
(v2r)!/det(K) Jr
dx.

1 / h(z)e <z—m>tK2—1<z—m>
(v2r)*/det(K) Jre
O

Exemple. Toutes les coordonnées d’un vecteur gaussien sont gaussiennes, mais la réciproque est fausse.
Considérons un vecteur & coordonnées gaussiennes. Soit X une v.a. de loi N'(0,1) et € v.a. discrete
avec P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2. On pose Y = ¢X. La fonction caractéristique de Y est py(t) =
ex(t)/2+ ox(—t)/2 = px(t) et donc Y ~ N(0,1). Par contre le vecteur (X,Y) n’est pas gaussien car
X +Y a un atome en 0 (en effet P(X +Y = 0) = P(e = —1) = 1/2). De méme on peut remarquer
que X,Y ne sont pas indépendants, car P(|X| < 1/4,|Y| > 3/4) = 0 # P(|X| < 1/4)P(|Y| > 3/4) et
Cov(X,Y) = E[¢]E[X?] = 0.
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3 Théoréeme Central Limite multidimensionnel

Soit X un vecteur aléatoire de Rd, dans L! de moyenne m. On consideére (X,,),>1 une suite de vecteurs
aléatoires de méme loi que X. Comme la convergence p.s. d’un vecteur est équivalente a la convergence
p-s. des marginales, d’apres la loi forte des grands nombres on a

X1+...+X, fb; m
n

On ne peut pas faire la méme chose avec le théoréeme central limite car la convergence en loi des mar-
ginales n’implique pas la convergence en loi du vecteur. Il existe cependant un théoreme central limite
multidimensionnel.

Theorem 139. Soit X un vecteur aléatoire de Rd, dans L?. On considére (Xn)n>1 une suite de vecteurs
aléatoires indépendants de méme loi que X. On note m = E[X] et K la matrice de Covariance de X. On
suppose K non dégénérée. Alors

N <X1+n+X” _ m) Lok \f(0, Id),

ce qui peut se réécrire \/ﬁ(% —m) Lo N(0,K).

—1 . . .
Démonstration. On pose Z, = /nVK (% — m). La fonction caractéristique de Z, au point
t € R? est définie par
2, (2) = E[e<7*7].

En posant u = (VK )'z, on remarque qu’on a

(X 4.+ X (X4 + X
<Zn72>:\/ﬁ<@1(mm>’z>:\/ﬁzt@ 1<Mm)
n

n

n
:\/ﬁflz<X¢—m,u>.

i=1

Les variables < X; —m,u > . sont i.i.d d’espérance E[< X; — m,u >] =< E[X;]—m,u >= 0 et de variance
Var(< X; —m,u>) = VAR(< Xi,u >) =E [(zt\/l?_lX)Q}
=FE [zt\/?_lXXt (\/?_IYZ] =E [Zt\/ﬁ_lK<\/ﬁ_l)tz]
— 2z = |22
D’apres le théoreme central limite en dimension 1, on a

< ot SEA N, |21

Par conséquent,

Z, _li=li?
P<nen(1) =Ble™*] — e
[Ell
z — e 2 est la fonction caractéristique de N(0,Id) et donc d’aprés le théoreme de Paul Lévy,
VK (XtatXe ) 2% A0, 1d). O
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Application Loi multinomiale

On considere une urne qui contient des boules numérotées de 1 a d. La proportion de boule de numéro ¢
est p;. On note p = (p1,...,pq)" le vecteur de probabilité. On a 0 < p; < 1 et E?lei =1.

On tire une boule au hasard, on note son numéro et on la remet dans I'urne. On répete n fois I'expérience.
On comptabilise le nombre de boules tirées de chaque numéro dans un vecteur

N1 = nombre de fois qu’on a tiré la boule 1
N =| N; = nombre de fois qu'on a tiré la boule ¢
Ny = nombre de fois qu’on a tiré la boule d
Les variables N1, ..., N4 ne sont pas indépendantes car N1 + ...+ Ng = n.

But : Etudier le comportement de % quand n — oo.

On remarque que pour tout 1 < ¢ < d, N; suit la loi binomiale B(n,p;) car N; représente le nombre de
boules 7 tirées sur n tirages indépendants de la méme expérience.

Le vecteur N suit la loi multinomiale M(n,p). En effet, pour (ki,...,kq) € N% avec Zle ki =n, on a

(Ve Na) = (k) = (1) (1 1) (M7 e

|
_ n k1 kq
T kgPL P

On introduit la variable X™ représentant le numéro de la boule tirée au n°™ tirage. X™ est a valeurs
dans {1,...,d}. On pose Y™ = (Y}",...,Y]") avec Y;* = L xn—;. Les vecteurs Y™ sont indépendants de loi
multinomiale M(p, 1).

Par ailleurs, % =1 > p—1 Lyr_; qui converge p.s. vers p; pour tout ¢ € {1,...,d} d’apres la loi des grands

PRI N bs
nombres. On en déduit que - — p.

D’apres le théoreme central limite en dimension 1, on a \/n (% — pi> Lob N (0,pi(1 — p;)) pour tout

i €{1,...,d}. Cependant la converge en loi des marginales ne permet pas de conclure sur la convergence
en loi du vecteur y/n (% - p). On va avoir besoin du théoréme central limite multidimensionnel.

On remarque que, E[Y"] = p et Cov(Y",Y]") = E[lxn—ilxn—j] — E[lxn—|E[lxn=;] = —pip; si i # j et
Var(Y”) = pi(1 — p;). La matrice de covariance de Y est donc

p1(1—p1)
K = —pip;  pi(l—p;) —DiD;
pa(l — pq)

D’apres le théoreme central limite multidimensionnel, on a

n

\/HCLZY’“ —p> - ﬁ(N —p) =5 N0, K).
k=1
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4 Loi du Chi-deux et théoreme de Cochran

Definition 140. Soit X = (Xi,...,X4) un vecteur de variables N'(0,1) indépendantes. On définit la loi
du Chi-deuz, notée X% ou x*(d), a d—degrés de liberté la loi de || X||* = X + ...+ X3.

Proposition 141. La loi du Chi-deux a d—degrés de liberté est la loi Gamma(%, %) de densité

—d
272 x
f(z) = Z xg_le_E]lR+(x).

r'(3)
Démonstration. Soit Z une variable N(0,1). Cherchons la loi de Z2. Soit h une fonction mesurable
positive, alors

1 22 2 & 22
E[h(Z? :/h22 e—zdz=/ h(z%)e” zdz
n(z%) = 7= [ 1) T | ne
= [ bty
= — x)e x.

27 Jo 2»‘%
On remarque que Z?2 suit la loi Gamma(%, %) Par conséquent, par indépendance des variables, on a déduit
que || X|> = X7 + ...+ X2 suit la loi Gamma(4,1). O

Theorem 142 (Théoreme de Cochran). Soit X un vecteur gaussien de loi Ny(0,0%Id) avec o > 0. On
considére une décomposition orthogonale de R® :

RI=ViD....®V avec dim(V;) = d; et V; LV pour i # j.

On note Iy la projection orthogonale sur le sous-espace V.
Alors les vecteurs Iy, (X), ..., Iy, (X) sont gaussiens indépendants et

1 .
ST COIP ~ X, pouri =1,...., k.

Démonstration. Soit (e; ;);; une base orthonormée de R? adaptée & la décomposition R =V, @.... 8V,
avec {e;; : j=1,...,d;} est une base de V.

Le vecteur X se décompose dans la base (e; ;)i ; : X = Z” <X, e > €.

OnaX =37, <X, e,;>e;;~Ng(0, o21d), par conséquent les vecteurs Iy, (X) = Z?;l < X,eij> e
sont indépendants car les projections sont construites a partir d’une partition de la base (e; ;); ; et

d

1 i
S|y (X017 =) < X/o,eij >~ X,
o
j=1
O
Application Reprenons ’exemple de la loi multinomiale. On a
N .
\/ﬁ(n p) 5N (0, K)
On introduit la matrice diagonale D = diag(l/\/pT, cee 1/\/17(1). On a
N .
\/ﬁD< —p> L% N(0, %)
n
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avec
I—m
Y =DKD = —/pip; 1—pi —/Pibj =Id — /pyp' ot /p = :
' VPd
Comme |[,/p||? = 1, la matrice ¥ est une matrice de la projection orthogonale sur Vect(,/p)* (X% = % et
¥ = ¥). Par conséquent, si X ~ N(0,Id), alors X ~ N (0, ).

Par ailleurs, /nD(% —p) =% LA $X = My eer(,p)t (X). D’apres le théoreme de Cochran, on en déduit que

d
N 2 npk Loi 2
(X -y =30 Be el e s
k=1
Theorem 143. On considére deux vecteurs de probabilité m = (r1,...,ma)t, p= (p1,...,pa)t (0 <7 <1
avec Ziﬂ mi=1et0<pp<1ve ZZZI pi=1).
Soit X une variable discréte a valeurs dans {a1,...,aq} de loim : P(X = ag) = mx. On considére (X,,)n>1

une suite de v.a. indépendantes suivant la loi de X. On introduit la variable

Zd: Nk — npy)* 7
k=1

ol N =31 1 1x,—q,-

Sous Uhypothése m =p, on a T, Lok X(21_1-

Sous U’hypothése m # p, on a T, 2% 4.

Ce résultat est tres utile en statistique pour évaluer si une variable aléatoire suit une loi donnée. On parle
de test du x? d’adéquation & une loi. On se fixe une loi finie p et on considere un échantillon (Xi,..., X,)
du caractere que I'on souhaite étudier. On évalue la quantité T},. Si la valeur observée de T;, est grande,
on aura tendance a rejeter ’hypothese que notre échantillon est issu de la loi p.

Démonstration. Sous 'hypothése m = p, on a déja montrer juste au dessus que 7), Loy X¢21—1

Sous I’hypothese m # p. Comme (X,,),>1 une suite de v.a. indépendantes de loi 7, d’apres la loi forte des

grands nombres, on a
Nk ps
AL N

Par ailleurs, comme

on a

d (& —p )2 d 2
PPRINELVANES Gl
1 Pr Pr

On a supposé m # p, ce qui implique que la limite précédente est strictement positive et donc

T, P2 4.
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5 Application en statistique : moyenne et variance empirique

On considere une suite (X,),>1 de variables aléatoires réelles i.i.d. dans L*, de moyenne commune m et

de variance o2.

La moyenne empirique sont respectivement définies par

— Xi+...+X
)(n = Lt * n)
n
1< 1 < 2
2 ¥ \2 2 =7
52 = EZ(Xk—Xn) = ;ZXk ~-X..
k=1 k=1
On sait que ce sont de bons estimateurs de m et de o2, car X, TN m, Ern] =met S2 =5 be a2,

IE[S%] = "7_102. Par ailleurs, ces estimateurs sont asymptotiquement normaux, dans le sens suivant :
(X, —m) 2% N(0,0%),
Vn(S2 —o?) Loy N(0, ),

avec a = Var((X —m)?) = E[(X —m)*] — o

Démonstration. La premiere convergence est une application directe du théoreme central limite. Pour la
seconde, on remarque tout d’abord que

n

1 —\2 1 T —
2 2
=3 (K —m) =KX =m),) == (X —m)? = (X —m),,
k=1 k=1
on peut donc supposer que m = 0. On a
2 2 1 ¢ 2 2 ~2
V(82 —o%) =vn EZX]C—J —VnX,.
k=1
Comme les variables sont dans L*, par la théoréme central limite, on sait que
1 & Loi,
1 2 2 o 2
ﬁ(nZXk o ) N(0, Var(X?)),
k=1
avec Var(X?) = E[X*] — o* = .
Par ailleurs, comme X, Proba et VnX, Lok N(0,0?%) d’aprés la L.G.N. et le T.C.L., on obtient, en
utilisant le théoreme de Slutsky, que v/n. Y L% 0 et donc VnX,, X2 frote
On obtient le résultat en appliquant a nouveau le théoreme de Slutsky. ]

Dans le cas ou I’échantillon (X,),>1 est gaussien, on a une résultat plus précis.

Theorem 144. Soit (X,,),>1 une suite de variables i.i.d. de loi N'(m,0?). Alors

— X, et S? sont indépendantes,
— X, Nj\/'(m,az/n) et HS2~ X2y
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Démonstration. On peut se ramener a m = 0 et 02 =1 car X! = (X,, — m)/o iid. de loi N(0,1) et
Xp=0X',+met S2=0252.

On note X = (X1,...,X,)" On a donc X ~ N(0,Id).

On considere le vecteur u; = (ﬁ, el ﬁ) € R" et (uq,...,u,) une base orthonormée de R"™.

On note Z1 = Hyees(uy)(X) =< u1, X > uy et Zy = Hy ey, )L (X). D’apres le théoreme de Cochran Z; et

Ui
Zs sont des variables gaussiennes indépendantes. Par ailleurs || 223 = || X|>—||Z1]]? = >, X,f—nfi =
nS2. o

On en déduit que X, = (1,...,1).Z; et S2 = || Z2||3/n sont indépendantes et n.S2 ~ x?(n — 1). O
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