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Chapitre 1

Rappels et compléments en analyse

1.1 Rappels sur les suites et séries numériques

Dans cette section, quelques résultats et définitions sur les suites et les séries sont rappelés. Il vous est
fortement conseillé de relire vos cours précédents d’analyse.

Définition 1.1.1. Une suite réelle (ou complexe) est une famille de réels (complexes) indexée par N. La
suite u € RN (u € CN) est notée u = (un)nen-

On dit que la suite (up)nen est bornée s’il existe K > 0 tel que Yn € N, |u,| < K.

On dit que la suite réelle (up)nen est majorée s’il existe M € R tel que Yn € N, u, < M.

On dit que la suite réelle (up)nen est minorée s’il existe m € R tel que Vn € N, u,, = m.

La suite réelle (un)nen est dite croissante si ¥n € N, up < tUp41-

La suite réelle (up)nen est dite décroissante si Vn € N, uy, = tUp41.

Une suite sera notée indifféremment (uy,),cy ou (un), > ou (un).

1.1.a) Convergence
Définition 1.1.2. Une suite (up)nen est convergente s’il existe un réel (ou un complexe) £, tel que

Ve > 03dng € N:Vn = ng, |u, — ¢ <e.

¢ est appelé limite de la suite (uy,). Si une suite n’est pas convergente, elle est dite divergente.
On dit que la suite admet la limite +00 (resp. —o0) si

VM > 03ng =0, Vn = ng,on a uy, = M (resp. u, < —M).
Une suite qui a pour limite +o00 est alors divergente.

Propriété 1.1.3. Si une suite converge, alors sa limite est unique.
Toute suite convergente est bornée.

Théoréme 1.1.4. Toute suite réelle monotone (i.e., croissante ou décroissante) et bornée est convergente.

Théoréme 1.1.5. Soit (uy)n>0 une suite convergente vers £ et f une fonction continue au point €. Alors
la suite (f(un))n=0 converge vers f(¢).
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1.1.b) Suites extraites

Définition 1.1.6. Soit (up)nen une suite. La suite (vp)nen €St appelée suite extraite ou sous-suite de
(un)nen $’il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que ¥Yn € N, v, = Ugp(n)-

Théoréme 1.1.7. Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente et de méme limite.

Conséquence. Si on peut extraire deux suites convergentes ayant des limites distinctes d’une suite alors
la suite diverge.
Si on peut extraire une sous-suite divergente d’une suite, alors la suite diverge.

Remarque. Soit (up)nen une suite avec (uop)nen €t (Uont1)neN qui convergent vers la méme limite £.
Alors la suite (un)nen converge vers {.

Théoréme 1.1.8 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée, on peut extraire une suite
convergente.

1.1.c) Critére de Cauchy
Définition 1.1.9. On dit qu’une suite (uy)nen est de Cauchy si

Ve >0 3ngeN:Vp,q=no, lu, —ugl <e.

Théoréme 1.1.10. Une suite réelle (ou complexe) (un)nen converge si et seulement si elle est de Cauchy.

L’espace des réels est par conséquent un espace complet.

1.1.d) Limite supérieure et limite inférieure d’une suite
Notation : On note R = R U {—o0, +00}.

Définition 1.1.11. Soit (uy)n>0 une suite a valeurs dans R.
On appelle point d’accumulation (aussi appelé valeur d’adhérence) une quantité ¢ € R tel qu’il existe

une sous-suite (uw(n))n20 avec REI—POO Up(n) = L.

Le plus grand (resp. petit) point d’accumulation de la suite (u,) est notée limsup u, (resp. liminf u, ).

Les quantités lim sup u,, et liminf u,, sont des éléments de R, on a

limsupu,, = inf supu; et liminfwu, = sup inf u;.
n—r+400 n20 g>n n—+00 n>0 k=n

Si (uy(n)) est une sous-suite de limite £ de la suite (u,) alors limsup u, < £ < liminf u,.
Par ailleurs, une suite (u,) admet une limite quand n — +o00 si et seulement si lim sup u,, = liminf w,,.

1.1.e) Séries numériques

Définition 1.1.12. Soit (uy)nen une suite réelle ou complexe. On appelle série de terme général u,,, notée
> un, la suite des sommes partielles (Sp), o définie par

n
Sn = Z Ug .
k=0

On parle de série de nombres réels si tous les u, sont réels.

Copyright © Héléne Guérin; Université du Québec & Montréal; 3 décembre 2024. 8
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On dit que la série converge si la suite des sommes partielles (Sy,), ey converge. Sinon, on dit que la série

diverge.
“+oo

En cas de convergence, la limite de (Sp), oy est appelée somme de la série et est notée Zun

n=0
Remarque. Soit ng € N. Si |g| <1, on a
+oo no
> ¢" = . A
l—¢q
n=ng
On remarque que les premiers termes d’une série ont une influence sur la valeur de la somme, alors que
pour une suite convergente, les premiers termes n’ont aucune influence sur la valeur de la limite.

Proposition 1.1.13 (Condition nécessaire de convergence).

Si > uy, est une série convergente alors lim w, = 0.
n—+oo

Théoréme 1.1.14. Soient Y uy, et > v, deux séries a termes positifs avec pour tout n € N, u,, < vy,.
Si Y vy, converge, alors Yy, u, converge et

+o0o +oo
0< Y un <Y vn
n=0 n=0

Si > uy, diverge, alors Y vy, diverge.

1.1.f) Exercices

Exercice 1.1.1. Montrer la Propriété 1.1.3.

Exercice 1.1.2. Montrer le Théoréme 1.1.4

Exercice 1.1.3. Montrer le Théoréme 1.1.5

Exercice 1.1.4. Montrer que si |g| < 1, on a
+
i qn _ qno

1—gq

n=ng

Exercice 1.1.5. Trouver la limite supérieure et la limite inférieure des suites suivantes

1. u, =n?;
_ n+2
2. vy = cos(nm)n+3"
_ . . . _ . . _ 2 1 _ 1
3. wp = ap si n est impair et wy, = by, si n est pair, avec a, = 5 — 5 et by =1+ ..
oo o (o] oo
Exercice 1.1.6. Pour chacune des suites (a;;)i>0,j>0 suivantes calculer g g a;j et E E aj
i=0 j=0 §=0 i=0

—1

e Vj>0,a9; =1et pouri>1,a;; =—-27";
1 sii=j

o Vi,j72>20,a; =40 sii>j
=270 sii<j

Que remarquez-vous ?

Copyright © Héléne Guérin; Université du Québec & Montréal; 3 décembre 2024. 9
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1.2 Suites de fonctions

On considére une suite de fonctions (fy),cy définies sur un espace E a valeurs dans R ou C, i.e. Vn € N
fn: E— R (ou C) et f une fonction définie sur E a valeurs dans R ou C.

1.2.a) Notions de convergence

Définition 1.2.1. Soit f une fonction de E dans R ou C.

1. On dit que la suite (f,) converge ponctuellement (ou simplement) vers f sur E si Vax € E la suite
(fn(2)),en converge, i.e.

Ve € E,Ve > 0,3dng € N:Vn = ng, |folz)— f(z)| <e.
2. On dit que la suite (fy),cn converge uniformément vers f sur E si

Ve >0,3dng e N:Vn > ng, Ve € E, |fo(z)— f(z)| <e.

Remarque. On voit facilement d’aprés la définition que la convergence uniforme implique la convergence
simple, mais la réciproque est fausse.

La convergence uniforme est liée a la norme uniforme.

Définition 1.2.2. Soit f une fonction définie sur E. On appelle norme uniforme de f sur E, et on note
I flls la quantité

[flloe = sup |f(z)] = sup{|f(2)] : = € E}.
zeE

Cette norme est aussi appelée norme infini.

Lorsqu’on veut spécifier I'espace sur lequel la fonction f est étudiée, on note || f|| 5 ., la norme infinie sur
E.

Proposition 1.2.3. La suite de fonctions (fn),cn converge uniformément vers f sur E si et seulement
si la suite de réels (|| fn — flloo) 5o converge vers 0, i.e.

Ve >0,3ng e N:Vn >ng, ||fn— fllo <e

Proposition 1.2.4. La limite d’une suite de fonctions continues qui converge simplement n’est pas forcé-
ment continue. Par contre, si la convergence est uniforme alors la limite d’une suite de fonctions continues
est continue.

1.2.b) Exercices

Exercice 1.2.1. Montrer que la suite (f,,) définie par f,(z) = 7 converge uniformément sur £ = [0, 1],

ponctuellement sur £ = RT, mais ne converge pas uniformément sur £ = R*.

Exercice 1.2.2. Etudier la convergence (simple et uniforme) de la suite de fonctions ( fn)pso définie sur
0,1] par
fn(z) =2

Copyright © Héléne Guérin; Université du Québec & Montréal; 3 décembre 2024. 10
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1.3 Un peu de topologie

Soit E un espace (la plupart du temps on considérera les espaces R, Rd).

Soient A, B deux sous ensembles de E : A C E, B C E (dans ce cours, le symbole C symbolise 'inclusion
au sens large, i.e. C).

On note A€ (souvent noté A en probabilité) le complémentaire de A dans E : A°={x € E:x ¢ A}.

Si B C A, on définit la différence A\ B = AN B€.

Définition 1.3.1. Soit O C E, avec E = R ou R?. On dit que O est un ensemble ouvert si Yz € O, il
existe v > 0 tel que B(z,r) C O, ot B(z,r) ={y € E: |z —y| <1} est la boule centrée en x de rayon r.
Un sous-ensemble F' de E est un fermé si F'¢ est un ouvert.

On définit Uintérieur d’un ensemble A C E de la fagon suivante : A = {reA:3r>0,B(z,r) C A}.

Un ensemble A est dit borné s’il existe M > 0 tel que Vx € A |x| < M.

Un ensemble fermé borné est dit compact.

Toute partie majorée de R admet une borne supérieure finie, qui est définie comme le plus petit des
majorants, et par convention la borne supérieure d’une partie non majorée est +oo.
Toute partie minorée de R admet une borne inférieure finie, qui est définie comme le plus grand des
minorants, et par convention la borne inférieure d’une partie non minorée est —oo.

Un ensemble A est dit dénombrable s’il existe une bijection entre I’ensemble N des entiers naturels et
A. Par abus, on parlera parfois d’ensemble dénombrable pour des ensembles finis ou dénombrables.

1.3.a) Exercices

Exercice 1.3.1. Montrer que I’ensemble des entiers relatifs Z = {p : p € N ou — p € N} est dénombrable.

Exercice 1.3.2. ) Montrer que I'ensemble des nombres rationnels Q = {g pEl,qE N*} est dénom-
brable.

o0
Exercice 1.3.3. ) Soit (A,,),>1 une suite d’ensembles dénombrables. Montrer que U A,, est un ensemble

n=1
dénombrable.

Exercice 1.3.4. Montrer qu'une fonction f : R — R est continue si et seulement si I'image réciproque

par f de tout ouvert est un ouvert.
Rappel : une fonction f est continue sur R si Va € R, Ve > 0, il existe n > 0 tel que Vx € R : [z —a| <,

ona [f(z) - f(a)] <.

1.4 Nombres complexes

1.4.a) Définition

On définit 'ensemble des nombres complexes, noté C, ’ensemble des nombres de la forme a + b, avec

a et b deux réels quelconques :
C={a+ib,(a,b) € RQ}.

oll i est un nombre (imaginaire) tel que i2 = —1.
Deux nombres complexes z = a + ib et 2/ = ¢ + id sont égaux si et seulement si

a=c¢ etb=d.

Copyright © Héléne Guérin; Université du Québec & Montréal; 3 décembre 2024. 11
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Soit z = a + b un nombre complexe. Le réel est a est appelé partie réelle et le réel b est appelé partie
imaginaire de z. On note
z =Re(z) +iZm(z)

Si z € C avec Im(z) = 0, alors z est réel. Si z € C avec Re(z) = 0, alors on dit que z est un imaginaire
pur.
L’ensemble des nombres complexes C contient ’ensemble des réels R.

Définition 1.4.1. Soit z = a + ib un nombre complexe. On définit
— le module de z, noté |z|, le réel positif |z| = vVa? + b2,

— le conjugué de z, noté z, le nombre complexe Z = a — ib.

Propriété 1.4.2. Soit z, 2" deux nombres complexes.

= 2
— 2.z = 2|7,

‘ . 1
— siz#0, Uinverse de z est 271 = = =
z

— 2 =77, (%) =

z

/| _ z
Z/

— |22 = |21, |
—zeR&Im(z) =0 z==z.

Cette écriture du complexe z = a + ib s’appelle la forme algébrique du complexe z.

1.4.b) forme trigonométrique

Au nombre complexe z = a+1ib, on peut associer le point M (a, b) dans le plan munit du repére orthonormé

- —
(O, i, 7).

Par le théoréme de pythagore, on remarque que OM = |z| = Va? + b2.

Supposons que |z| = 1. Par définition du sinus et du cosinus, il existe un unique angle 6 € [0, 27 tel que
z = a+ ib = cos(0) + isin(0).
De plus, si un nombre complexe est de la forme z = cos(6)+isin(f) alors |z| = 1 (car cos(8)?4sin(#)? = 1).
Proposition 1.4.3. Soit z € C*, il existe un unique 6 € [0, 2x] tel que
z = |z|(cos(0) + isin(h)).

Le nombre 6 s’appelle argument de z, et noté arg(z).
Cette écriture du nombre complexe z s’appelle forme trigonométrique de z.

Copyright © Héléne Guérin; Université du Québec & Montréal; 3 décembre 2024. 12
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1.4.c) Forme exponentielle
Définition 1.4.4. On définit 'exponentielle complexe du nombre complexe de module 1 par

e .= cos(f) + isin(h).
Par conséquent, pour un nombre complexe z de module r = |z| et d’argument 6, on a

z=re?.

Cette écriture s’appelle la forme exponentielle du nombre complexe z et le couple (r,0) s’appelle co-
ordonnées polaires de z.
Soit z = re' et 2/ = r'e¢? deux nombres complexes sous forme exponentielle. Alors,

1 i(6+6")

22 =rr'e et 2" = rnei™?

pour n € Z.

1.4.d) Exercices

Exercice 1.4.1. Faire la preuve de la propriété 1.4.2

Exercice 1.4.2. Trouver la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe

2+ 40

1—-2¢

z =

Exercice 1.4.3. On considére le nombre complexe z = 2 4 2i. Donner sa forme trigonométrique.

Chercher les nombres complexes w tels que w? = z.

Exercice 1.4.4. On considére le nombre complexe z = (1 — \/§) — i(l + \/3)

2 sous forme algébrique.

1. Ecrire z
2. En déduire le module et 'argument de z.

3. En déduire les valeurs exactes de

Copyright © Héléne Guérin; Université du Québec & Montréal; 3 décembre 2024. 13
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Chapitre 2

Théorie de la mesure

La théorie de la mesure est une théorie générale sur 'intégration. Dans ce chapitre nous verrons les notions
de la théorie de la mesure, 'intégrale de Lebesgue et quelques théorémes classiques de convergence.

On se place sur un espace général F, mais la plupart du temps E sera R, R? (avec d > 1), ou un ensemble
dénombrable N, Z, Q, . ...

2.1 Notion de tribu

On introduit tout d’abord la notion de tribu. Une mesure sera définie sur une tribu, et les seuls espaces
que 'on pourra mesurer seront les éléments de la tribu. Il s’agit donc d’une notion essentielle de la théorie
de la mesure.

Soit E' un ensemble. On note P(E) 'ensemble des sous-ensembles (des parties) de E.
Exemple. Soit E = {1,2,3}. Alors P(F) = {0,{1},{2},{3}.{1,2},{1,3},{2,3}, E}.
Si E est un ensemble fini de cardinal n, alors P(E) est un ensemble fini de cardinal 2".

Définition 2.1.1. Une tribu (aussi appelée o—algeébre) A sur E est un sous-ensemble non vide de P(E)
tel que

1. lensemble vide appartient a A : ) € A,

2. A est stable par passage au complémentaire : si A € A alors A° € A,

3. A est stable par union dénombrable : si (Ap)n>o suite d’éléments de A alors U A, € A

n>0

Conséquence. Si A est une tribu de E, alors

— EeA,

— A est stable par intersection dénombrable,

— A est stable par union et intersection finies (prendre A,, = () ou A, = E pour n = ny),

— A est stable par différence : A,Be A= A\ B € A (car A\ B=AnNB°).

Exemple. La plus petite tribu de E est A = {(), E'} et la plus grande est A = P(E) (au sens de 'inclusion).

Proposition 2.1.2. L’intersection de tribus de E est encore une tribu de E.

15
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Preuve. Soit (A;);c; une famille de tribus sur £. On pose A = m A,.
i€l
Comme @ € A; pour tout i € I, on a () € A.
Soit A € A, alors A € A; et donc A¢ € A; pour tout ¢ € I, d’ou A° € A. On établit de méme la stabilité
par union finie. O

Remarque. Attention! L’union de tribus n’est en général pas une tribu.

2.1.a) Tribu engendrée

Proposition 2.1.3. Soit A un sous-ensemble de P(E) (A C P(E) est un ensemble de parties de E). Il
existe une plus petite tribu (au sens de linclusion) contenant tous les éléments de A. Elle est appelée tribu
engendrée par A et notée o(A).

Preuve. On définit
M ={F : F tribu sur E avec A C F}.

Cet ensemble est non vide car P(E) € M. On définit

B= (| F={AcP(E):VFe M AcF}.
FeM

D’aprés la proposition précédente, B est une tribu. Par ailleurs, il est clair que A C B et par définition,
elle est contenue dans toute tribu contenant A. g

Remarque. . Soit A € P(E), un sous-ensemble de E. On a alors
o({A}) ={0,A, A E}

o Si A est une tribu sur E, alors o(A) = A.

Remarque. Soit ACE et BC E avec A# B, A+ B, A,B#(,E. On remarque que
o({A)Uo({B}) = {0,E, A A%, B, B}

Par conséquent, o({A}) U o ({B}) n’est pas une tribu, car AU B et/ou AN B et/ou AU B et/ou A°U B

ne sont pas dans o({A}) Uo({B}). L’'union de tribu n’est en général pas une tribu.

2.1.b) Image réciproque d’une tribu

Proposition 2.1.4. Soit E et F' deux ensembles et f une application de E dans F. Soit B une tribu sur
F.
Pour B € P(F), on note f Y(B) = {z € E: f(z) € B}. Alors A= f~Y(B) définie par

1By ={f"(B): Be B}
est une tribu sur E, appelée tribu image réciproque de B par f.

Preuve. Preuve en exercice. On a besoin de vérifier que f~1(0) = 0, VB € P(F), f~1(B¢) = f~Y(B)° et
fﬁl(Un>OBn) = Un)Ofil(Bn)- U

Copyright © Héléne Guérin; Université du Québec & Montréal; 3 décembre 2024. 16



MAT7070 : MESURE ET PROBABILITES - COMPLEMENTS EN ANALYSE Draft

2.1.c) Tribu produit

Définition 2.1.5. Soit A une tribu sur E et B une tribu sur F'. On appelle tribu produit, notée A® B,
la tribu sur E x F, engendrées par [’ensemble des parties de la forme A x B avec Ac AetBeB :

AB=0c({AxB:Ac AetBeB}).

2.1.d) La tribu borélienne

On considére maintenant £ = R.
Rappelons que pour la topologie usuelle de R, un ensemble O de R est un ouvert si

Ve e O,3r >0:lx —r,z+r[CO.
On note O l'ensemble des sous-ensembles ouverts de R.

Définition 2.1.6. On appelle tribu borélienne, notée B(R), la tribu engendrée par O (engendrée par
les ensembles ouverts). Ses éléments sont appelés boréliens.

Remarque. Comme une tribu est stable par passage au complémentaire, tout ensemble fermé est un
borélien, toute union / intersection dénombrable d’ouverts et de fermés est un borélien, tout intervalle est
un borélien.

Meéme si ce n'est pas évident, on peut montrer qu’il existe des parties de R qui ne sont pas boréliennes :
Vinclusion B(R) C P(R) est stricte.

Remarque. Si E est un espace topologique, la tribu borélienne sur E est la tribu engendrée par les ouverts
de E.
Proposition 2.1.7. La tribu borélienne est engendrée par l’'un des sous-ensembles suivants

1. les intervalles ouverts bornées,

2. les intervalles de la forme | — 00, a] avec a € R,

3. les intervalles de la forme | — 0o, a] avec a € R

Preuve. On rappelle que par définition B(R) = o(O).
1. Notons A; I'ensemble des intervalles ouverts bornés. On a A; C O, donc o(A;) C 0(O).

De plus, tout ouvert peut s’écrire comme une union dénombrable d’intervalles ouverts bornés. En
effet, si O € O, on peut écrire
0= U le —ryx+ 7|
(z,r)el
avec I = {(z,r) € Q x Q% :]z — r,z +r[C O}. Par conséquent, O € o(A;) pour tout O € O, d’ou
O C 0(A;). On en déduit que o(O) C o(A;). Do I'égalité.
2. Notons maintenant Ay I’ensemble des intervalles de la forme | — 0o, a[ avec a € R. On a de fagon
évidente o(Az) C 0(0).
Si on montre que A; C 0(Az), on aura alors (A1) = 0(0) C 0(Az) et donc 'égalité. On remarque
que, pour a < b,

]aa b[ :] ) b[ﬂ(] ) a])c

:]—oo,b[m< ﬁ]—oo,a—i—i[)c

n>1

Par conséquent, ]a, b[€ o(Az) pour tout a,b, d’ou A; C o(Az). D’ou le résultat.

Copyright © Héléne Guérin; Université du Québec & Montréal; 3 décembre 2024. 17



MAT7070 : MESURE ET PROBABILITES - COMPLEMENTS EN ANALYSE Draft

3. La preuve est similaire pour le troisiéme cas.

0

Proposition 2.1.8. La tribu borélienne sur R?® est égale a la tribu engendrée par la classe des ouverts de

la forme
d

H]ai,bi[ avec — oo < a; < b; < +o0.
i=1

Preuve. En exercice. O

Remarque. La tribu borélienne sur R? correspond a la tribu produit B(R) @ B(R). De fagon générale,
pourd>1, on a
BRY) =BR)®...2 B(R).

d fois

Remarque. Nous aurons par la suite a considérer la droite achevée R = R U {—o0,+00}. Sa topologie
est définie par la base d’ouverts formés des intervalles ouverts de la forme |a,b[, [—00,b], Ja,+o0], avec
a,b € R. On démontre de facon analogue que la tribu borélienne sur R est engendrée par les classes
{[ 00,al, a € R} ou encore par { —00,al, a € R}.

2.1.e) [Exercices sur les tribus

Exercice 2.1.1. Soit m > 1 un entier, a,b € R avec a < b. Déterminer les ensembles suivants :

pl]—l/n,l/n[, pl]—l/n,l/n[, ﬁl]a,b+1/n[, ﬁlab—i—l/n
Ykl okl Wkl

Exercice 2.1.2. Donner un exemple de suite décroissante d’ensembles (Ay,),,cy telle que pour tout n, A,
est (de cardinal) infini et N, A4, = 0.

Exercice 2.1.3. Soient E et F' deux ensembles, f une application de £ dans F'.
1. Montrer que pour toute partie B de F, on a f~!(B¢) = (f_l(B))C.
2. Soient (A;);c; (vesp. (B;i);c;) une famille de partie de £ (resp. F'). Montrer que

_(Ua>—Ufﬂ&»j“Oq&>_ﬂfl

el el el el
t%U&>=Uﬂ&%j<ﬂ&>Cﬂﬂ&)
el el el el

Montrer que la derniére inclusion est en général stricte et qu’il y a égalité si f est injective.
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Exercice 2.1.4. [Vrai ou Faux 7|
Si ’assertion est vraie, démontrez la. Si elle est fausse, trouvez un contre exemple.

1. Soit E un ensemble. Alors A C E <& A € P(E).
. Soit (E,.A) un espace mesurable. Alors F € A.

[\

3. A est une tribu sur E si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

-he A
-Ae A= Acec A
-(VneN A4, e A) = N4, € A

. Si E est dénombrable et A une tribu sur E, alors A est dénombrable.

. La tribu borélienne B(R) est la tribu engendrée par les fermés de R.

[SARENEN

6. Un borélien est soit un ouvert, soit son complémentaire (c’est & dire un fermé).

Exercice 2.1.5. Montrer que si B est une tribu sur F, f une application de E dans F, alors f~1(B) est
une tribu sur E.

Exercice 2.1.6. (¥) On considére une fonction f : E — F et A C P(F). Pour B C P(F), f~%(B)
I’ensemble défini par

F1B)={f"4B): BeB}.
Montrer que o(f~1(A)) = f~1(c(A)).

Exercice 2.1.7. Soit E un ensemble, A,B, (A;);cs des parties de E.
1. Déterminer 1y, 1 et calculer ]1;11(1]) pour J C R.
2. Montrer que

() ACBelg<lpet A=B<oly=1p, (i) lagnp=T1alpet Lge=1—14,
(iti) Lavp =1a+1p —1alp, (i) Llaap=|1a—1g|, (v)Laxp(z,y)=1a(z)lp(y)

ot AAB=AUB\ (ANB).
3. Montrer que 1y, 4, = sileuI)]lAi et In,_ 4, = E“i'

Exercice 2.1.8. Soient A et B deux tribus sur E. Montrer que

oc(AUB)=0c({AUB:Ac Aet BeB})=0({ANB:Ac Aect B e B}).

Exercice 2.1.9. Chercher dans la littérature un exemple de sous-ensemble de R qui n’est pas un borélien.

Exercice 2.1.10. Soit E =]0,1]. Pour A C E. On définit F tel que

F ={A € P(E): A peut étre exprimé comme une union finie d’intervalles semi-ouverts}
={AePE):Ir>1,0<a; <by<as<by<...<a, <b <1 tel que A=]a,bi]U...Ua,,b].}

Est-ce que F est une tribu ? Justifier votre réponse.
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Exercice 2.1.11. Soit £ = [0,00[. Pour chaque n > 1, on considére F, la tribu engendrée par les
intervalles
[0,1[,[1,2],...,[n— 1,n][.
1. Montrer que F,, C Fn+1, pour tout n € N.
2. Montrer que U}g)l}'n est une tribu.

3. Montrer que U,~,F, n’est pas une tribu.

2.2 Applications mesurables

Définition 2.2.1. On appelle espace mesurable tout couple (E, A) formé d’un ensemble E et d’une tribu
A sur E.

Par exemple, on peut considérer les espace mesurables suivants (R, B(R)) ou (N, P(N)).

Définition 2.2.2. Soit (E,A) et (F,B) deux espaces mesurables et f : E — F une application. On dit
que [ est une application mesurable de (E,A) a (F,B) si l"image réciproque de tout élément de B est
un élément de A : VB € B, f~1(B) € A.

Exemple. 1. Si on considére la tribu P(FE) sur l'espace E alors toute application f : (E,P(E)) —
(F, B) est mesurable car VB € B, f1(B) = {x € E : f(x) € B} est bien une partie de E.

2. Soit (E,.A) un espace mesurable et A € P(F). On munit R de la tribu borélienne B(R). Alors
f: E — R définie par f = 1 4 est une application mesurable si et seulement si A € A.
En effet, pour tout B € B(R), on a

E sileBet0O€B
A sileBet0¢ B
A si0eBetl¢ B
0 sil¢gBet0¢B

Proposition 2.2.3. Soient (E, A) et (F,B) deuzx espaces mesurables avec B = o(F). Une application
f: (B, A) — (F,B) est mesurable si et seulement si f~1(B) € A pour tout B € F.

Preuve. En exercice. Il faut vérifier que f~!(c(F)) = o(f~1(F)). O

Corollaire 2.2.4. On considére (E,A) un espace mesurable et (R, B(R)).
Une application f : E — R est mesurable si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée

1.VaeR, f71(]—oc,a) ={x eR: f(x) <a} € A,
2.VaeR, f7Y] —o00,a]) ={z €R: f(z) <a} € A,
3. YaeR, f~Ya,+oc]) ={z €R: f(z) >a} € A,
4. Va eR, f([a,+o0]) = {r € R: f(z) > a} € A.

Preuve. En effet, I'une quelconque des classes suivantes de parties de R
{|-cc,alia€R}; {|—oco,aacR); {la,+oof;a € R}Y; {[a, +oo[;a € R};

engendre la tribu borélienne de R. O
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Exemple. La fonction f : (R, B(R)) — (R, B(R)) définie par f(x) = 22 est mesurable. En effet, on a pour
acR
_ 0 sia<0
f 1(] — 00, a[) = .
| —+Va,\a] sia>0.
On a bien f~1(] — 00, a) € B(R).

2.2.a) Les fonctions boréliennes

Définition 2.2.5. Soient d,n > 1. Une application f : (R%, B(R?)) — (R™, B(R"™)) mesurable est appelée
application borélienne.

Exemple. La fonction f : R — R définie par f(z) = Lg(z) ot Q est I'ensemble des rationnels est
borélienne.

En effet, il suffit de vérifier que Q est un ensemble borélien. Pour cela on remarque que pour tout q €
Q, l'ensemble {g} est fermé donc c’est un borélien. Par conséquent, comme Q = U {q}, Q est 'union

q€Q
dénombrable de boréliens (Q étant dénombrable), ¢’est donc un ensemble borélien.

Proposition 2.2.6. Soit f: (R,B(R)) — (R, B(R)) continue, alors f est borélienne.
De fagon générale, une fonction f: (R%, B(R?)) — (R™, B(R™)) continue est borélienne.

Preuve. Si f est continue alors 'image réciproque de tout ouvert est un ouvert. On conclut en utilisant la
proposition 2.2.3, car B(R) = 0(O) ot O est 'ensemble des ouverts. O

2.2.b) Propriétés de stabilité

La mesurabilité est stable par composition :

Proposition 2.2.7. On considére trois espaces mesurables (E,A), (F,B) et (G,C). Soit f : E — F et
g: F — G des applications mesurables. Alors la composée go f : (E, A) — (G,C) est mesurable.

Preuve. Soit C' € C. Comme g est mesurable on a g~ !(C) € B et comme f est mesurableona f~!(g7(C)) €
A. Par ailleurs, (go f)"1(C) = f1 (971(C)), donc f o g est mesurable. O

Proposition 2.2.8. Soit (E, A), (F1,Bi) et (Fy, Ba) trois espaces mesurables. On munit Fy x Fy de la tribu
produit By ® By et on considére py : (F1 x Fo,B1 ® By) — (F1,B1) et pa : (F1 x Fy,B1 ® By) — (Fa, Ba)
les projections (i.e., p1(x1,x2) = x1 el pa(x1,x2) = x2). Alors

1. Les projections p1 et pa sont mesurables ;

2. f:(E,A) — (F1 X Fy,B1 ® Ba) est mesurable si et seulement si pyo f et pyo f sont mesurables.
Conséquence. Si f : R — R? avec R et RY muni de leur tribu borélienne. On a f = (f1, fa, ..., f4) avec
fi : R — R. La fonction f est borélienne si et seulement si pour tout i € {1,...,d}, f; est borélienne.
Preuve.|Non fait en cours|

1. Soit A € By, on a pl_l(A) = A x Fy € By x By. La fonction p; est bien mesurable et on montre de
méme que po est mesurable.
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2. Si f est mesurable, d’apreés la proposition 2.2.7, p; o f et pa o f sont mesurables.
Réciproquement, si p1 o f et po o f sont mesurables. Soit A1 € By et Ay € Bs. On remarque que

FHAL x Fy) = (pro f) (A1) et 1 (FL x Ag) = (p2o f) ' (Aa).

Par hypothése, on a donc f~1(A; x Fy) € Aet f~1(F) x Ag) € A.
Par ailleurs,

f_l(Al X AQ) = f_l((Al X Fg) N (Fl X Ag)) = f_l((Al X Fg)) N f_l((Fl X Ag)) e A.

Comme la tribu produit By ® By est engendrée par les parties de la forme A; x Ay avec A1 € By et
Ay € Bo, la fonction f est bien mesurable.

O

Propriété 2.2.9. Si f et g sont deux fonctions mesurables de (E,A) dans (R, B(R)), alors
1. pour tout o, B € R, af + Bg est une fonction mesurable,
2. le produit fg est une fonction mesurable,

3. |f], min(f, g), sup(f, g) sont mesurables.

Preuve. En effet, comme f et g sont mesurables, par la proposition 2.2.8, la fonction (f,g) : E x E — R?
est mesurable. Comme (z,y) € R? — ax + By est continue donc mesurable, par composition af + B¢ est
une fonction mesurable. Le raisonnement est similaire pour les autres points. O

Si (fn)n>o est une suite de fonctions de £ dans R, on note limsup f,, (resp. liminf f,,) la fonction de E
dans R définie par = ~— limsup f,,(z) (resp. z — liminf f,(x)).

Proposition 2.2.10 (Stabilité par passage a la limite). Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables de
(E,A) dans (R,B(R)). Alors

1. sup f,, inf f,,, limsup f,, et liminf f,, sont mesurables.

2. St la suite (f,) converge ponctuellement vers f, i.e. pour tout x € E 111}_1 fn(x) = f(x) existe, alors
n—-+0o0

la fonction f: E — R est mesurable.

Preuyve. Comme f,, est mesurable, pour tout a € R, 'ensemble {f, < a} € A et comme

{sup fn < a} = {x € E :sup fn(z) < a}

n=0 n=0

={z€E:Yn>0/fu(z) < a}

:ﬂ{fnga}

n=0

on déduit que {sup fn < a} € A pour tout a € R et donc sup f,, est mesurable.
n=0 n>0

Comme inf,,>0 f = —sup,,>¢ (—fx), on déduit que inf,,>¢ f, est mesurable. De méme, comme limsup,, ,, . fn =
inf,,>0 Supy>, fi et liminf, 1 fi = sup,>¢ infr>y, fi, ces fonctions sont mesurables.
Si (fn) admet une limite, on a f = limsup,, ., fn = liminf,, 4 fy, la limite f est bien mesurable. [

Proposition 2.2.11. Si f et g sont deuz fonctions mesurables de (E,A) dans R muni de sa tribu boré-
lienne. Alors les ensembles {f < g} et {f < g} sont des éléments de A.
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Preuve. On remarque que

{f<gt={zecE: f(z)—g(z) <0}
= hil([_oo70[)7

avec h = f — g fonction mesurable, donc {f < g} € A. Autre preuve :

{(f<gt={z € E: f(z) < g(x)}
- U Wr<anio>a),

qeQ

car f(x) < g(z) si et seulement si 3¢ € Q tel que f(z) < ¢ < g(x) (par densité¢ de Q dans R).

De plus, on a
{f<g}= ﬂ{f<g+i}.

n=1

Par conséquent, ces ensembles appartiennent a la tribu A.
O

Remarque. Soit f : E X FF — G une fonction et A, B,C des tribus respectivement sur E, F,G. Comme
pour la continuité des fonctions a plusieurs variables, avoir pour tout y € F, x — f(x,y) mesurable de
(E, A) and (G,C) et pour tout x € E, y — f(x,y) mesurable de (F,B) and (G,C), ne suffit pas pour
conclure que (x,y) — f(x,y) mesurable de (E x F, A® B) and (G,C).

1 siz=yetzxeB

Par exemple, si B C R avec B ¢ B(R) et f(x,y) = . Six € B, alors y —

0 sinon
f(z,y) = 1,(y) qui est borélienne. Si x ¢ B, alors y — f(x,y) = 0) qui est borélienne. Pour autant, si f
était borélienne, on aurait f o g = 1p(z) borélienne, ot g(x,y) = (z,x).

Par contre, il existe certains cas ol la mesurabilité par coordonnées est suffisante.

Propriété 2.2.12. Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables de (E, A) dans (F, B). Alors la fonction
f:(xz,n) = fu(x) est mesurable de (E x N, A® P(N)) dans (F,B).

Preuve. En effet, si B € B, on a
fYB)={(z,n) € ExN: f,(z) € B}
={(z,n) e ExN:z € f,'(B)}
= Unen (£, '(B) x {n}).

En effet (z,n) € f~1(B), implique z € f,,}(B). Réciproquement, (x,m) € Upen (f,;l(B) X {n}) implique
qu'il existe n € N tel que (z,m) € f,;1(B) x {n}. Donc m =n et z € f,;1(B).

Comme Vn € N, f, est mesurable, on a f, }(B) € A, donc (f,*(B) x {n}) € A® P(N). Comme 'union
est dénombrable, on déduit que f~(B) € A® P(N). La fonction f est bien mesurable. O

2.2.c) Exercices sur les fonctions mesurables

Exercice 2.2.1. Soit E = {a,b, ¢,d} un ensemble & 4 éléments.
1. Déterminer la tribu A = o({A, B,C}) ou A = {a}, B ={b} et C ={c,d}.
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2. Donner un exemple de fonction f: (E, A) — (R, B(R)) qui n’est pas mesurable.

Exercice 2.2.2. On considére un ensemble E muni d’une tribu A, avec E # (). Décrire les fonctions
mesurables de (E,.A) dans (R, B(R)) dans les cas suivants :

(1) A=P(FE) (i1) A= {0, E}.

Exercice 2.2.3. On considére deux ensembles mesurables (E, A) et (F,B), et f,g: E — F deux fonctions
mesurables. Soit A € A. On introduit la fonction h définie par

h(z) = {f(m) size A

glx) sixzé¢ A

Montrer que h est une fonction mesurable.

Exercice 2.2.4. Montrer la Proposition 2.2.3 :
Si f et g sont deux fonctions mesurables de (E,.A) dans (R, B(R)), alors

1. pour tout o, 5 € R, aof + g est une fonction mesurable,
2. le produit fg est une fonction mesurable,

3. |f|, min(f, g), sup(f, g) sont mesurables.

Exercice 2.2.5. Soit E et F deux ensembles.

1. Soit A une tribu sur E et une fonction f : (E, A) — F. Quelle est la plus grande tribu B (au sens
de l'inclusion) sur F' qui rend f mesurable ?

2. Soit B une tribu sur F' et une fonction f : E — (F,B). Quelle est la plus petite tribu A (au sens de
I'inclusion) sur E qui rend f mesurable ?

Exercice 2.2.6. On considére l'espace E = R. Pour toute partie A € P(E), on note —A ={—a:a € A}.
On considére la fonction f: R — (R, B(R)) définie par f(z) = 2.
1. Montrer que A= {A € B(R) : A = —A} est une tribu sur R.
2. Montrer que la tribu image réciproque Ay := f~1(B(R)) de B(R) par f est donnée par
A ={A e BR): A=—-A}.

3. Décrire toutes les applications mesurables h : (R, Af) — (R, B(R)).

Exercice 2.2.7. (x) On rappelle qu'une fonction f définie sur un intervalle borné [a, b] est continue par

morceaux s'il existe un nombre fini n € N et des points (zg,...,x,) de I avec a < zp < ... < x, < b tels
que
— f est continue en tout point = € [a,b] \ {zo,..., T}
— f admet en tous les xp une limite a droite et une limite a gauche (i.e., xlg;lk f(z) et xlgélk f(z)
x<xy, >y,

existent).

Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R continue par morceaux est borélienne.
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2.3 Approximation des fonctions mesurables

L’objet de ce paragraphe est d’établir un résultat d’approximation relativement élémentaire mais fonda-
mental pour la construction de 'intégrale de Lebesgue : toute fonction mesurable & valeurs dans R est
limite croissante de fonctions élémentaires, appelées fonctions étagées.

Définition 2.3.1. On note M (resp. M) Uensemble des fonctions mesurables (resp. mesurables positives)
sur (E, A) a valeurs dans (R, B(R)) (resp. (R4, B(R4))).

Définition 2.3.2. Une fonction f mesurable de (E, A) a valeurs dans (R, B(R)) est dite étagée s’il existe
n>=1,a1,...,q des réels et Ay, ..., A, des éléments de A tels que

fz) = Z apla, ().
k=1

On note E; (resp. £) lensemble des fonctions étagées sur (E,A) a valeurs dans Ry (resp. R).

Une fonction étagée est mesurable et ne prend qu’un nombre fini de valeurs distinctes. On remarque
facilement que toute combinaison linéaire de fonction étagée est étagée, de méme tout produit de fonctions
étagées est étagée.

Exemple. La fonction f(r) = 21g(z) — Ig\g(z) + 316 est une fonction étagée de (R, B(R)) dans
(R, B(R)).

Le théoréme suivant est fondamental dans la construction de l'intégrale.

Théoréme 2.3.3. Soit f une fonction mesurable de (E,A) a valeurs dans Ry (positive). Il eriste une
suite croissante (fn)nen de fonctions étagées qui converge ponctuellement vers f.

Preuve.|Idées de la preuve en cours|
Soit n € Net k € {0,1,2,...,n2" — 1}. On introduit

k k+1
An:{f>n} et An,k:{gngf< ;1 }

On définit f,, par

n2n 1
Fal@) = 3 oo, (o) +ala, (o).
k=0
n2"—1
On remarque que F = U A, U A, (partition de E) et par construction, on a f, < f.
k=0

De plus, comme f est mesurable, on a A, € Aet A, € A, donc f, est une fonction étagée.
1. Montrons que la suite est croissante : pour tout x € E, f,,(x) < for1(z).
n2"—1
Soit zx € Fetn>1. Comme E = U A, U A, (partition de F), soit il existe k tel que z € Ay,

. k=0
soit on a x € A,,.

On remarque que si € A, , on a k< fx) < % et

on

Qgﬁl ::fﬁ(x) SiQEﬁl <f< %ﬁi%
fn+1 (x) =

I = fole) + g s H < f < 3B
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et sixz € Ay,

n+ gt = fo(@) + g7 sint gir < f<n+ 2L pour 0 < k< 2nt — 1
fr1(z) =
n+1=fu(x)+1 sif>n+1

On observe que pour tout = € E, f,(z) < fnri1(x), la suite est donc croissante.
2. Montrons que la suite (f,) converge ponctuellement vers f sur E.
Soit x € E.
e si f(z) < 400 : il existe ng > 1 tel que x ¢ A,, (il suffit de prendre ng = [f(x)] + 1). Alors
pour tout n > ng, x ¢ A, et donc

1
0< flz) = fale) < 5
Par conséquent, la suite (f,,) converge ponctuellement vers f sur {z € E : f(z) < 4+00}.
e si f(x) = 400, alors pour tout n > 1 = € A, et donc f,(z) = n dont la limite est bien +oo
quand n — 4o0.

Par conséquent, la suite (f,,) converge ponctuellement vers f sur E.
O

Corollaire 2.3.4. Toute fonction mesurable sur (E, A) a valeurs dans (R, B(R)) est limite simple d’une
suite (fn) de fonctions étagées a valeurs dans R.

Preuve. Soit f une fonction mesurable sur (E,.A) & valeurs dans R. On note f* : z + sup(f(z),0) et
f~ :x— —inf(f(x),0). Ces fonctions sont positives et mesurables d’aprés la propriété 2.2.9. Il existe
donc des suites croissantes de fonctions étagées (hy,) et (g,) qui convergent vers f1 et f~ respectivement.
On remarque que f(z) = f*(z) — f~(z) pour tout x € E. Par conséquent, la fonction étagée f, = hy, — gn
converge simplement vers f. O

2.4 Mesures positives et mesure de Lebesgue

Définition 2.4.1. Soit (E, A) un espace mesurable (par exemple, (R, B(R)) ou (N, P(N)).
On appelle mesure positive sur (E, A) une application i : A — Ry telle que
1. u(@) =0,

2. Si (Ap)n=0 est une suite d’éléments de A deuz a deuz disjoints, alors

+oo
M(U An> = ZN(ATL)
n=0 n=0

Si p(E) < 400, on dit que la mesure p est finie.

Si u(E) =1, on dit que la mesure pu est une mesure de probabilité.

S'il existe une suite (Ep)nzo d’éléments de A telle que pu(Ey) < 400 pour toutn > 0 et J,q En = E, on
dit que la mesure p est une mesure o—finie.

Définition 2.4.2. On appelle espace mesuré tout triplet (E, A, n) ot (E,A) est un espace mesurable et
p une mesure positive sur (E, A).
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Définition 2.4.3. On appelle espace de probabilité tout triplet (E, A,u) ou (E,A) est un espace
mesurable et i une mesure de probabilité sur (E, A).

Remarque. La somme finie ou dénombrable de mesures positives est une mesure positive.
St est une mesure positive alors cu, avec ¢ > 0, est une mesure positive.
Tout combinaison convexe de mesures de probabilités est une mesure de probabilité :

n n

81 (Hi)1<icp Probabilités, (ai)icic,, avec a; € [0,1] et Zai =1, alors p= Zaiﬂi est une
i=1 i=1

mesure de probabilité.

En particulier, si u et v sont deux mesures de probabilités et a € [0, 1], alors ap+ (1 —a)v est
une mesure de probabilité.
Proposition 2.4.4. Soit (E, A, 1) un espace mesureé.

1. Si Ay,..., A, sont des éléments de A deux o deux disjoints alors,

p(AiU.. UA,) = p(4r) + ..., u(Ay).

2. Si A et B sont des éléments de A, tels que B C A, alors p(B) < p(A).
Si de plus, u(B) < +00 on a u(A\ B) = u(A) — u(B).

3. Si A et B sont des éléments de A, alors p(AU B) 4+ u(ANB) = p(A) + u(B).

4. Si (Ap)n>o est une suite d’éléments de A, alors

+oo
u(U An> <D p(An)
n=0

n=0

5. Si et v sont deur mesures positives sur (E, A) et (o, 8) € R2, alors apu + Bu est une mesure
positive sur (E,A).
Preuve.

1. On introduit Ax = () pour k > n + 1. La suite (Ag)g>1 est une suite d’éléments de A deux a deux
disjoints, donc par définition de u :

+oo n
pl U Ak =D mAr) = n(Aw),
k>1 k=1 k=1

car u(Ax) = p(0) =0 pour k > n+ 1.

2. SiBC Ajona A= BU(A\ B) avec B et A\ B ensembles disjoints. Donc d’aprés ce qui précéde,
on a

u(A) = u(B) + p(A\ B).
Comme p(A\ B) >0, on a u(B) < u(A) et si u(B) < +o0, on a u(A\ B) = p(A) — u(B).
3. En exercice.

4. En exercice.

On donne maintenant une définition équivalente & la notion de mesure positive.
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Proposition 2.4.5. Une application i de A dans R, est une mesure si et seulement si
1. pu(@) =0,
2. st A et B sont deux éléments disjoints de A, (AU B) = pu(A) + p(B),
3. pour toute suite croissante (Byp)n>o d’éléments de A, p(Up>0Bpn) = lm wu(By,).

n—-+00

Preuve.

=] Supposons que p soit une mesure positive.

Les premiéres propriétés sont vérifiées de facon évidente.

On considére (By,)n>0 une suite croissante d’éléments de A.

S’il existe k tel que u(By) = +oo, alors par croissance de la suite (By),>0 et de la mesure, Vn > k,
1(Bp) = +00. De méme p1(UJ,,59 Bn) = +00. On a donc bien

“< ):&w»
n=0
>0

Supposons maintenant que pour tout n ) < +o0.

On définit
A():B()a AIZBI\B())"')A”:BTL\BTL—I'

La suite (A, )n>0 est une suite d’éléments de A deux a deux disjoints. De plus,

U 4. =] Bn.

n=>0 n=0

+o0
(U] -u(Ua) -
n=>0 n=0 n=0

1(An) = pu(Bn) — u(Bn-1)

par conséquent

On remarque cependant que

et donc
Do,

Ce qui conclut la premiére implication.

[« Supposons que p vérifie les hypothéses de la proposition.
On montre facilement par récurrence, a partir du point 2., que pour tout n > 1, si Aq,..., A, sont des
ensembles deux & deux disjoints, alors

p(Ar U UA) = p(Ar) + .., u(Ay).

Soit (A,,) une suite d’éléments deux & deux disjoints de A. On définit, pour n > 0

By=A4,, B1=AgUA., ....B, = Ldeik.
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La suite (B, )n>0 est une suite croissante d’éléments de A. Par ailleurs,

U B. = 4

n=0 n=0
On a donc
M(U An> _ M(U Bn>
n=0 n=>0
= oS #LB)

Par ailleurs, les éléments (Ay,),>0 étant disjoints deux a deux

= ul(Ag).
k=0
Do,

+oo
M(U An) = u(Ap).
k=0

n=>0

2.4.a) Mesures discrétes
Définition 2.4.6. Soit (E, A) un espace mesurable et a € E. On définit 6, : A — Ry la fonction définie
par
1 ' A
=L o
0 sia¢ A

Cette application est appelée mesure (ou masse) de Dirac au point a.

On remarque que 0,(A) =1 4(a).
Montrons qu'il s’agit bien d’une mesure en utilisant la définition alternative (voir proposition 2.4.5). On

a bien
1. 64(0) =0,
2. si A et B sont deux éléments disjoints de A. On a 0,(A U B) = Laup(a) = La(a) + 1p(a) =
0a(A) + da(B).
3. Soit (By)n>0 une suite croissante d’éléments de A. Alors
aEUB < dng=20:a€ By, < 3dng =>0:Vn = ng, a € B,.
n=0

Par conséquent, si a € |J,>0Bn, on a 0q(Up>0Bn) =1 = lirJIrl da(Bn) et si a ¢ U,>oBn, on a
= n—-+00 -
8a(Uns0By) = 0= lim 6,(By).
n—+o0o

Exemple. On se place sur ’espace mesurable (N, P(N)). Soit p €]0, 1[. On définit

e la mesure de Bernoulli de paramétre p par p = pdy + (1 — p)do.
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e la mesure de Rademacher de paramétre p par g = pd; + (1 — p)d_1.

On a u(A) = pla(1) + (1 —p)14(0) pour A € P(N).
Il s’agit d’'une mesure de probabilité.

Définition 2.4.7.

Soit (E,A) un espace mesurable. Soit (an),~, une suite de points de E et (an)nen une suite de réels
positifs. On définit u: A — Ry par VA € A,

“+oo
u(A) = Z anda, (A).
n=0

Alors p est une mesure positive, appelée mesure discréte sur (E, A).

Exemple. 1. La mesure de comptage sur un ensemble dénombrable D muni de la tribu P (D) est définie
par
V= Z O
zeD

+oo

On l'appelle ainsi car si A € P(D), v(A) = Z 1 4(x) est le nombre d’éléments dans A, i.e. v(A) =card(A).
zeD

La mesure de comptage du N est définie par

+00
v = Z 0.
k=0

Il s’agit d’une mesure o-finie, car en définissant E,, = {0,1,...,n}, on a N = U, E,, et v(E,) =
n+1 < 4o0.
+oo
2. Mesure de probabilité discréte sur N : On se place sur 'espace mesurable (N, P(N)), alors u = Z a0k,
k=0
+oo
avec ap = 0 et Z ap = 1, est une mesure de probabilité.
k=0

Par exemple, la mesure de Poisson de paramétre A > 0 est la mesure (de probabilité) discréte :
+oo )\k \
w= Z Pk Ok
k=0

2.4.b) Mesure de Lebesgue

Théoréme 2.4.8. Il existe une unique mesure X sur (R, B(R)) telle que

(i) A([0,1]) =1,
(i) Invariance par translation : pour tout a € R, pour tout B € B(R), A(a + B) = X\(B), ot a+ B =
{a+z:z € B}.

Elle est appelée mesure de Lebesgue sur R.

Preuve. La preuve de ce théoréme est compliquée, voir par exemple le Théoréme 6.7 dans le livre de Briane
et Pages, Théorie de l’intégration, |BPOG|. O
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Remarque. La mesure de Lebesque est la seule mesure invariante par translation dont la mesure de
lensemble [0, 1] est 1.

La mesure de Lebesgue coincide avec la notion intuitive de longueur.

Proposition 2.4.9. 1. La mesure de Lebesque ne charge aucun point : AN({a}) = 0 pour tout a € R.

2. Pour tous réels a < b, on a
/\([av b]) = )‘([a’ bD = )‘(]av b]) = )‘(]a’7 bD =b—ua.

3. Si I est un intervalle non borné alors \(I) = +oo.

Preuve.

1. Montrons le premier point. Soit « = A({0}). Alors par invariance par translation, pour tout a € R,

A({a}) = Ala +{0}) = A({0}) = o

(U -2({i}) e

Sg!
et comme U {k} C [0,1], on a

k=1
na — A(pl {;}) < A([0,1]) = 1.

Comme ceci est vrai pour tout n > 0, on déduit a = 0.

Soit n > 1, on a alors

2. Comme A ne charge aucun point, par conséquent pour tout intervalle on a
A(la, b]) = A(la, b)) = AJa, b]) = A(la, b))
car on peut écrire les unions disjointes suivantes
[a,b] = [a,b]U{b} =]a,b] U {a} =]a,b[U{a} U {b}.
Par ailleurs, soit n > 1. On découpe l'intervalle |0, 1] en n intervalles disjoints

]0,1]:O]k;1,i].

k=1

Donc
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On a donc

(52) (U5 -E0ea]) -2

Ainsi pour tous rationnels, ¢q,¢' € Q avec ¢ < ¢/, on a

Mla.d])=d —q

Soit a,b deux réels avec a < b. Par densité de Q, il existe une suite (u,) strictement décroissante
convergent vers a, une suite (vy,) strictement croissante convergent vers b, avec u, < v,. On a alors,
d’aprés la proposition 2.4.5,

M]a, b)) = A(U]un,vn[> = lim A(up,vn[) = lim (v, —uy) =b—a.

n—-4o00 n—-4o00
n

Soit I un intervalle non borné, par exemple de la forme [a, +oc[. Alors pour tout n > 1, [a,a+n] C I,
ce qui implique \(I) > n. Ceci assure que A\(I) = +oo.

0

Remarque. La mesure de Lebesque A est une mesure o-finie. Il suffit d’introduire pour n > 1, E, =
[—n,n] € B(R). On a R =U,E, et A\(Ey) = 2n < +o0.

Remarque. La mesure de comptage sur un groupe discret (D, P(D)) et la mesure de Lebesgue sur (R, B(R))
sont des cas particuliers de mesures de Haar.
Soit (G, ) un groupe, avec G localement compact. On note B(G) la tribu borélienne sur G. On dit que
W est une mesure de Haar si p est une mesure non nulle, quasi réguliére, et invariante par translation a
gauche :

AMgA) = A(A) pour tout A € B(G) et g € G,

ot gA={gxx:x € A}.
Une mesure p est dite quast réguliére si elle vérifie les deux conditions

VA € B(G), u(A) = inf {(O) : O ouvert avec A C O},
VO ouvert, 1(O) = sup {(K) : K compact avec K C O}.

2.4.c) Exercices sur les mesures

Exercice 2.4.1. Soit £ un ensemble non vide. On dit qu’'un ensemble est au plus dénombrable s’il est
vide, fini, ou dénombrable (en bijection avec N).
On considére l'espace (E,A) avec A= {A € P(E) : A ou A€ est au plus dénombrable}.
1. Montrer que (E, A) est un espace mesurable.
2. On introduit la fonction p sur A définit par u(A) = 0 si A dénombrable et u(A) =1 si A° dénom-
brable.

Montrer que p est une mesure de probabilité sur (E, A).
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Exercice 2.4.2. [Vrai ou Faux?| (Justifier votre réponse)
Soit (E, A, 1) un espace mesuré.

1. Si A€ A, alors u(E) = p(A) + p(A°).

2. Une réunion d’ensembles de mesure nulle est de mesure nulle.

3. Si A,B € A tels que (AU B) = u(A) + u(B), alors A et B sont disjoints.

4. On considére (E, A) = (R, P(R)) et on introduit p(A) = sup {b—a: (a,b) € A%}.
(a) Ona u(A) < u(B)si AC B;
(b) p est une mesure sur (R, P(R)).

Exercice 2.4.3. 1. Montrer que si u et v sont deux mesures positives sur un espace mesurable (E, A)
et (a, B) € R%, alors ap + Bu est une mesure positive sur (E,A).

2. Si on suppose que p et v sont des mesures de probabilité, & quelle condition sur « et 8, ap + Bu est
une mesure de probabilité ?

3. (*) Soit (an)n>0 et (an)n>0 deux suites de réels, avec ay, = 0. Pour n > 0, on considére J,, la mesure
+oo

de Dirac au point a,,. Montrer que Z apndg, est une mesure positive sur (R, B(R)).
n=0

Exercice 2.4.4. On considére ’espace mesurable (R, B(R)). On note A la mesure de Lebesgue et pour
a € R, 0, la mesure de Dirac au point a.
Calculer la mesure des boréliens suivants pour la mesure de Lebesgue A et pour la mesure p = A+8g+207 :

Al = [_1’ 1]7 A2 = [_1’ 1[U]3’5[7 A3 = @a
A =R\QN[,1, 45=R\Q, Ag=|J [0,1—1[.

n
n>1

Exercice 2.4.5. Soit E un ensemble et x4 la mesure définie sur P(E) par

+00 sinon.

Card(A) si A est fini,
p(4) = { w

Monter que (E,P(E), 1) est un espace mesureé.
La mesure p est appelée mesure de comptage sur F.

Exercice 2.4.6. [Mesure conditionnelle] B
Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soit B € A tel que 0 < pu(B) < +00. On définit u(.|B) : A — Ry par

n(ANB)
1(B)

1. montrer que u(.|B) est une mesure de probabilité sur (E,.A).

VAe A, u(AlB) =

2. Supposons maintenant que p est la mesure géométrique de paramétre 1/4 sur (N, P(N))

(a) Donner I'expression de la mesure p.

(b) Calculer pu({1,...,n}) et u({n,n+1,...}).
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(c) Soit B = 3N l’ensemble des entiers multiples de 3. Calculer p(B). Trouver I'expression de la
mesure u(.|B), c’est a dire trouvez la valeur des py tels que

p(1B) =" prdi.
k=1

Exercice 2.4.7. |Mesure image|
Soit (E,A,p) un espace mesuré, (F,B) un espace mesurable et ¢ : (E,A) — (F,B) une application
mesurable. On définit I’application p, : B — Ry par

VB e B, puy(B)=p(p '(B))

1. Montrer que f, est une mesure sur (F,B).
2. Montrer que si de plus p est une mesure de probabilité, il en est de méme pour .
3. Application : (E, A, u) = (Ry,B(Ry),\) et (F,B) = (N,P(N)), ou A est la mesure de Lebesgue et

@ est la fonction partie entiére. Décrire la mesure f,.
2.5 Construction de l’'intégrale

On se place sur un espace mesuré (E, A, ;). On munit R de sa tribu borélienne B(R).
On va construire 'intégrale de fonctions définies sur F & valeurs dans R par rapport & la mesure p de
fagon progressive, en généralisant au fur et & mesure le type de fonction que I'on peut intégrer.

2.5.a) Intégration des fonctions étagées positives

Définition 2.5.1. Soit f une fonction étagée positive, prenant les valeurs distinctes aq,. .., ap (a; = 0).
On note A; = [~ («y), pouri € {1,...,n} ={zx € E: f(x) = o;}. On a alors

n
f= ZaiﬂAi'
=1

On appelle intégrale de f par rapport a u, notée /fdu, la quantité de R, définie par

[ =Y ain(a),
=1

avec la convention usuelle en théorie de la mesure : 0 X oo = 0.

n
On remarque qu’ainsi défini les ensembles A; € A sont deux & deux disjoints et U A, =F.
i=1

Proposition 2.5.2. L’intégrale des fonctions étagées vérifie les propriétés suivantes :

1. Linéarité : st f et g sont deux fonctions étagées positives et a € R, alors

/(af+g)du=a/fdu+/gdu'
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2. Croissance : si f et g sont deux fonctions étagées positives telles que f < g, alors

/fdu < /gdu-

Preuve.En exercice. O

Exemple. On considére la fonction étagée f(x) = 1jg g + 211 3 sur I'espace mesuré (R, B(R), ), ot A
est la mesure de Lebesgue. On remarque que

f(w) =g+ 31 9 + 212 3
D’apreés la définition de l'intégrale pour les fonctions étagées, on a donc
[ Fx= 20,10 + 37(11,2) + 202.3)
=1+3+2=6.

On remarque que, d’apres la définition de la mesure de Lebesgue, [ LjpdA =2 et i 2Lz dA =2x2=4.

On a bien
/fd)\: /11[072]d)\+/2]l[173]d)\.

n
Remarque. Si f est étagée positive avec f(x) = Zai]]'Ai avec «; pas forcément distincts et A; pas
=1

/fd,u = Z aip(A;).
=1

(conséquence de la linéarité de [’intégrale).

forcément disjoints, on a encore

2.5.b) Intégration des fonctions mesurables positives

Définition 2.5.3. Soit f € M., i.e. une fonction mesurable positive & valeurs dans Ry. On appelle

intégrale de f par rapport a p, notée | fdu, la quantité de Ry définie par

/fd,uzsup{/¢d,u:¢€5+ telle quewgf}.

On remarque que si f est étagée positive les deux définitions coincident car le supremum est atteint en
Y=

Proposition 2.5.4 (Croissance de lintégrale). Pour toutes fonctions f et g mesurables positives avec

f<g ona
/ fdu < / gdp.
Preuve. C’est une conséquence de l'inclusion
{/wdu:¢€5+telleque¢§f}c{/wdu:we&rtellequez/zgg}

et de la définition de I'intégrale. O

On va maintenant donner un des théorémes limites important de la théorie de la mesure.
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Théoréme 2.5.5 (Théoréme de Beppo-Levi, aussi appelé Théoréme de convergence monotone).
Soit (fn)pen une suite croissante de fonctions mesurables positives (dans M. ).
Alors f = lim f,(=sup f,) est aussi dans M et

n—-+00 n

/ﬁwiﬁk/ﬁw‘

Il s’agit d’'un théoréme d’intervention de limite et intégrale : sous les conditions du théoréme, on a

[ i o= i [ o

Preyve. On sait déja que le supremum d’éléments de My est dans M. Comme f, < fry1, la suite
( i fnd,u)n oy ©st croissante (par croissance de l'intégrale) et donc elle admet une limite dans R, . Par
ailleurs, pour tout n > 0, on a f, < f, on en déduit que

[t < [ fan.

Mn/hwg/ﬁw (2.1)

n—-+o0o

et donc

Montrons l'inégalité inverse.
Soit 1 une fonction étagée positive telle que ¥ < f et a €]0, 1[. On introduit

E,={xc E:ay(x) < fulx)}

La suite (E, ),y est croissante (au sens de I'inclusion) par croissance de la suite (f5). On souhaite montrer

que F = U E,.
neN
Soit x € E.

Si¢(x) = 0, alors pour tout n € N, z € E,,.
Si ¢(x) > 0, alors
ap(z) <Y(x) < f(z) = lim fp(z).

n—-+o00

Par conséquent, pour n assez grand = € E,.

On a donc £ = U E,.

neN
D’autre part, par définition de E,, on a pour tout x € E, aplg, < f, et donc par croissance de 'intégrale,

pour tout n € N,
a/LZ)]lEnd,u:/awllEndu < /fndu. (2.2)

La fonction ayylp, est étagée positive. Donc si ¢ = > % | a;ll4,, on a

P
/¢1End,u = Z aipn(A; N Ey).
i=1

Pour tout i € {1,...,n}, la suite (u(A; N Ey)),cn est croissante et converge vers p(A;) (voir proposition
2.4.5). On en déduit que

P
lim_ / UL dn = ainlA) = / .
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D’aprés I'équation (2.2), on a alors par passage a la limite,

< 1
/ai/)du < nEI-Iyloo/f"dM'

L’inégalité est vraie pour tout a €]0, 1], d’ou, pour tout ¢ € &4 avec ¥ < f,
/wdu lim /fndu.
n—+oo

/fdu=sup{/wdu:w€€+avecw }< i [ fudn

n—-+00

Par conséquent,

et donc ’égalité est établie. O

Corollaire 2.5.6 (Linéarité de l'intégrale). Si f et g sont deux fonctions mesurables positives, alors

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

Preuve. D’aprés le théoréme 2.3.3 d’approximation des fonctions mesurables positives, il existe deux suites
croissantes (f,) et (gn) de fonctions étagées positives telles que

lim f,=f et lim g, =g.

n—-+00 n—-+o0o

Alors (fn + gn) est une suite croissante de fonctions étagées positives et

lim (fn +on)=f+g

n—-+

Par linéarité de 'intégrale pour les fonctions étagées positives, on a
/(fn'i‘gn)du = /fndﬂ'i_/gnd:u'
On conclut par passage a la limite en utilisant le théoréme de Beppo-Levi. O

Corollaire 2.5.7 (Intervertion des signes somme et intégrale). Si (fp)nen est une suite de fonctions
mesurables positives, on a
o0 o0
/ (Z fn> =3 (/ fndu)
n=0 n=0

n
Preuve. La suite de fonctions g, = E f1 est une suite croissante de fonctions mesurables positives. Donc
k=0

/ Jm  gndy = grfoo / gndp,

d’ot1 le résultat en utilisant la linéarité de l'intégrale,

/gndu = kznjo/fkdu-

(égalité dans R ).

par le théoréme de Beppo-Levi
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2.5.c) Intégration des fonctions mesurables
Soit f: (E,A) = (R, B(R)) une fonction mesurable. On peut écrire
f=r-f

avec fT = sup(f,0) et f~ = —inf(f,0). Les fonctions f* et f~ sont dans M™, dont l'intégrale a été
définie dans la section précédente. Cependant, on ne peut pas définir directement l'intégrale de f car il se
peut que [ fTdu = [ f~dp = +oc et la différence est alors une forme indéterminée.

Définition 2.5.8. Une fonction f définie sur E a valeurs dans R est dite intégrable par rapport a p s

1. f:(E,A) — (R,B(R)) est mesurable,
2. /|f|d,u< +o0.
On note LY (1) = LY(E, A, i) Uensemble des fonctions intégrales a valeurs réelles.

Proposition 2.5.9. Soit f une fonction mesurable & valeurs dans R. Alors f est intégrable si et seulement
si fT et f~ le sont.

Preuve. En effet, |f| = fT+ f~. O

Définition 2.5.10. Soit f € L'(1). On appelle intégrale de f, notée /fdu, le nombre réel

[ = [rran [ £an

Remarque. e On utilisera aussi la notation suivante pour l'intégrale

[ au= [ s,

e On remarque que l'intégrale est définie sur tout l’espace E. On peut aussi considérer l'intégrale de f
sur un ensemble mesurable quelconque A est définissant

/A fu= [ Fiadp,

Proposition 2.5.11. L’ensemble L1 (1) est un espace vectoriel sur R. De plus, I’intégrale vérifie les pro-
priétés suivantes :

1. Linéarité : sia € R, f,g € LY (1) alors /(af +g)du = a/fdu + /gd,u,

2. Positivité : si f € LY (u) avec f >0, alors /fdu >0,
3. Croissance : si f,g € LY(p) avec f < g, alors /fdy < /gd,u,

/fdu‘ < /Ifldu~

4. si f € LY(p), alors
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Preuve. On sait déja que I'ensemble des fonctions mesurables est un espace vectoriel sur R. Si a € R et
f,g € £(), alors |af + g| < |al|f] + |g], donc

/ laf + gldu < |al / Fldu + / oldyt < oo,

c’est a dire af +g € L£'(u). £1(1) est bien un espace vectoriel sur R. Pour obtenir les autres propriétés, il
suffit de décomposer les fonctions f et g en partie positive et partie négative et d’utiliser les propriétés de
I'intégrale des fonctions mesurables positives. O

2.5.d) Intégrale par rapport 4 une mesure discréte

Soit (£,.A) un espace mesurable et (ag)-; une suite de points de £ et (ag)g>1 une suite de réels positifs.
On consideére la mesure discréte
+o0o
= Z 0ay, -
k=1

+oo
Rappel : pour A € A, on a u(A) = ZakllA(ak).
k=1

On souhaite étudier 'ensemble £1(p).

+o00o
Si f € My, alors /fdu = Zakf(ak) (cette valeur est dans R).
k=1
+00
On a f € LY(u) si f est mesurable et Z ag|f(ag)| < +o00. On a alors,
k=1

+o0
[ =Y vt
k=1

Exemple. On considére (E, A) = (N, P(N)).

Comme A = P(N), toute fonction f : N — R est mesurable. On considére la mesure de Bernoulli
p = pd1 + (1 — p)do, avec p €]0, 1], qui est une mesure de probabilité. Alors si f est mesurable positive on
a

[ ru=pr)+ - p)100).
Comme p est une somme finie de mesure de Dirac, toute fonction f: N — R est intégrable. Par exemple,

T

/wu(dx):px1+(1—p)><0:p et /cos<4>u(dx):p\g§+(1—p).

2.5.e) Intégrale de Lebesgue et comparaison avec ’intégrale de Riemann

On se place sur l'espace mesuré (F, A, u) = (R, B(R), \) ou A représente la mesure de Lebesgue sur R.

Proposition 2.5.12. Soit a,b € R avec a <b et f une fonction continue sur [a,b]. Alors flj,y € LY(N)

’ /]l[a,b]fd)‘ = /ab f(x)dz,

b
ol / f(x)dz représente l'intégrale de Riemann de la fonction f.
a
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Remarque. La proposition s’étend facilement au cas d’une fonction f continue par morceau.

Notation. Du fait de la proposition, on a par conséquent, tendance a écrire, /f]l[mb]d/\ sous la forme

b
f(z)dx, et méme / f(z)dx, méme pour des fonctions f intégrables au sens de Lebesgue sans hypo-
[avb] a
these de continuilé.

Preuve. La fonction f étant continue sur [a, ], il existe M > 0 tel que Va € [a, b], | f(x)| < M. La fonction
J1[qy est borélienne et

/]l[aybﬂf]d)\ < MA([a,]) = M(b— a) < +o0.

Par conséquent, fl(,; € L£'()\). De méme, pour tout z € [a, b], J1[,,.) est Lebesgue-intégrable.
Pour z € [a,b], on définit F(z) = [ fl[;,d\. On va montrer que F' est une primitive de f. Pour cela on
étudie la dérivabilité de F.
Soit z € [a,b]. Soit h > 0. On a
f]l[a,z+h] = f]l[a,z] + f]l}z,z—&-h}'

Par conséquent,

F(z+h) — F(z)

h

1
— & [ (= £ ar

Soit € > 0. Comme f est continue en z, il existe n > 0 tel que si y € [a,b] avec |y —z| < n, on a

1f(z) = fly)l <e

Supposons que h €]0, 5[, alors

F(z+h)— F(z 1
CEN=TD pe < g [ etpnamar =

On vient montrer que F est dérivable a droite en z et sa dérivée est f(z). On montrer de méme, en prenant
h < 0, F est dérivable a gauche en z de dérivée est f(z). Donc F' est dérivable en z, pour tout z € [a,b].
F est donc une primitive de f. D’aprés le théoréme fondamental de 'analyse, il existe donc une constante
k € R telle que, Vz € [a, b],

z
F(z)= / ft)dt + k.
a
On remarque que F(a) = [ 1,]f]d\ = 0 car A({a}) = 0. Donc k = 0 et la proposition est démontrée. [
Définition 2.5.13. Soit a < b, avec (a,b) € R et f une fonction borélienne.
On dit qu'une fonction f est Lebesgue intégrable sur un intervalle [a,b] si flj, € LY(N). La

définition est équivalente pour des intervalles de la forme |a,b|, ]a,b] et [a,b].
Plus généralement, si A € B(R), f est Lebesque intégrable sur A si f14 € LY(N).

On rappelle que l'intégrale de Riemann d’une fonction f sur [a,b] est convergente si f est localement

b
Riemann intégrable (i.e. f Riemann intégrable sur [a, ¢] pour tout ¢ € [a, b]) et si lil’lI)l / f(t)dt existe et
T—=0" Jq

r—b—

b T
est finie. On pose alors/ f(t)dt = lim / f)dt.
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On dit que l'intégrale de Riemann d’une fonction f sur [a,b] est absolument convergente si I'intégrale

b
/ | f(t)|dt est convergente.
a

Proposition 2.5.14. Soit a < b avec b € RU {+o00}. Soit f : [a,b]— R une fonction continue. Alors

b
fligp € LY(N) si et seulement si / f(t)dt est absolument convergente au sens de Riemann et dans ce cas
a

/]l[a’b[fd)\ = /ab f(x)dz.

Preuve. Si f est positive. Soit (b,)n>0 une suite croissante de points de [a,b[ qui converge vers b. Alors,
comme f est continue sur [a, by,], on a pour tout n > 0,

/ Ljap SN = / " Fla)da.

La suite ( f ]l[a,bn]) est une suite croissante de fonction, donc d’aprés le théoréme de Beppo-Levi, on a

/ﬂ[a,b[fd)‘ = lim Liap,1 AN

n—+00
bn B
= lim f(z)dxr € Ry.

n—-+00 a

Par définition, f est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si cette limite est finie, donc si et
seulement si l'intégrale de Riemann sur [a, b[ est convergente. De plus, les intégrales sont les mémes.

Si on ne suppose plus f positive. On a f est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si |f| est
intégrable au sens de Lebesgue, donc si et seulement si l'intégrale de Riemann sur [a, b] est absolument
convergente. Si c’est le cas, on écrit f = fT—f~.Ona fT <|f|et f~ < |f], donc fT etf~ sont intégrables
(au sens de Lebesgue et de Riemann) et

/11[a,b[f+dA = /ab FH(z)dz et /]l[a,b[fd)\ = /abf(a:)dx,

d’ott le résultat par linéarité. O

Remarque. 1. Si f est continue par morceauz et positive sur [a,b], alors

/]l[mb]fd)\ = /ab f(x)da.

2. On a des résultats similaires pour des fonctions continues sur |a,b] ou ]a,b| avec a,b € R, a < b.

Lorsqu’on sort du cadre des fonctions continues par morceaux, les liens entre intégrales de Lebesgue et
intégrale de Riemann sont plus subtils :

« Il existe des fonctions intégrables au sens de Lebesgue et qui ne sont pas intégrables au sens de
Riemann. Par exemple, f(x) = Lgnjoj(z). Cette fonction est mesurable et intégrable au sens de

Lebesgue. On a [ fdA = 0 car Q est de mesure nulle pour Lebesgue. Par contre, cette fonction n’est

pas intégrable au sens de Riemann (les sommes de Darboux ne coincident pas).
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o Il existe des fonctions Riemann intégrables qui ne sont pas intégrables au sens de Lebesgue. Par
exemple, I'intégrale de Riemann de z — *2% sur [1,4o00[ est convergente, mais comme elle n’est
sinx

dr = +oo, elle n’est donc pas intégrable au sens de

+oo
pas absolument convergente, i.e. /
1 T

Lebesgue.

Théoréme 2.5.15 (Théoréme de Lebesgue, admis). Une fonction f : [a,b] — R bornée est intégrable au
sens de Riemann si et seulement si il existe N C [a,b] de mesure de Lebesgue nulle tel que f est continue
en tout point x € [a,b] \ N.

La fonction Lgnp,1] n'est pas Riemann intégrable, elle est en fait continue en aucun point de [0, 1].

Exemple. Soit f(x) = 22 sur I'intervalle [0,4], alors, comme la fonction est continue sur [0,4], on a

4 1.1 64
/f 0,4)dA /0 rdx [3:17 L 3

—x size€]—1,0]
glx) =141 siz=0
¥?  siz€)0,1]

Soit

Comme g est continue par morceaux, on a

/]1 d)\—/od—l-/l o= Lyl ]
g}_lvl] = _1371' Oac r = 5 3— 6

2.5.f) Exercices sur 'intégrale

Exercice 2.5.1. Vrai ou Faux?
Soit (E, A, 1) un espace mesuré.

1. Si f =14 avec A € A, alors [ fdu = u(A).

2. Si f: E — [0, +00] est mesurable et vérifie p(f~({+00})) = 0, alors f est intégrable.
3. La somme de deux fonctions intégrables est intégrable.
4

. Le produit de deux fonctions intégrables est intégrable.

Exercice 2.5.2. Calculer [z u(dz) et [2? u(dz) pour les mesures sur (N, P(N)) suivantes :

1 1 "\ (n ok
M1=§50+5517 M2:Z<k> F(1—p)" oy, M3—Z€ *51@

k=0

Exercice 2.5.3. Soit p la mesure définie par g = d\+ g+ 91 sur (R,B(R)), ot A est la mesure de
Lebesgue et d, est la mesure de Dirac en a. Pour chacune des fonctions suivantes dire si elle est intégrable
et si oui, calculer son intégrale par rapport & pu.

fi(z) =z, f2(95):$]1[—1,1](95)7 fs(x )*T [01( z), fa(z )*T ]01( ).
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Exercice 2.5.4. Soit (E, A, u) un espace mesuré. Soit f : E — R, une fonction mesurable. Pour tout

entier n, on définit f,, = fl(r<,}. Montrer que, pour tout n, f, est mesurable et déterminer li_>m / fndu.
n o

Exercice 2.5.5. (x) [Théoréme de transfert|

Soit (E, A, i) un espace mesuré, (F,5) un espace mesurable et ¢ : E — F' une application mesurable.
Pour tout B € B, on définit la mesure image v(B) = p,(B) := u(p~1(B)) (voir Exercice 2.4.7).

Soit h : F' — R mesurable. Montrer que h est v-intégrable si et seulement si h o ¢ est u-intégrable et dans
ce cas, [phdv = [phopdpu.

Exercice 2.5.6. [Convergence monotone décroissante]
Soit (E, A, i) un espace mesuré et (fy), oy une suite décroissante de fonctions mesurables positives.

1. On suppose que /fo dp < 4o00. Montrer que

lim /fn dp = /lim fndp.

2. Montrer que ce résultat peut étre faux si /f() du = 4o0.

3. Quel résultat obtient-on si on choisit f,, = 14, avec (An)n suite décroissante d’éléments de A, avec
u(fhﬂ < 4o0?

Exercice 2.5.7. Etudier la convergence des séries suivantes :

[SSINS) 1 SIS 1
L X iiear 2 -
m=1n=1 m=1n=1

(Indice : pensez au théoréme de Beppo-Levi).

oo
Exercice 2.5.8. Soit i la mesure définie par y = Zp(l — p)k716,,. On définit la suite de fonctions (fr)n>1
k=1

ful@) = (14 2) g (2.

n

par

1. Pour tout « > 0, déterminer la limite de la suite (fy(x)),,-
2. On note g, la fonction définie sur [0, n[ par gn(z) = In fr+1(z) — In f,(x). Montrer g, est positive.

En déduire que (fy),cy €st une suite croissante.

3. Montrer que la suite < / fn du) converge vers une limite a déterminer.

n

2.6 Un apercu de l’intégrale multiple

On considére deux espaces mesurés (E, A, u) et (F,B,v), avec u et v mesures o-finies. On introduit la
tribu produit, notée A® B sur E x F', qui est la tribu engendrée par 'ensemble {A x B: A € A et B € B}.
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Théoréme 2.6.1 (Admis). Soit (E, A, ) et (E,B,v) deuz espaces mesurés o-finis.
1. Il eziste une unique mesure m sur (E x F, A® B) telle que pour tout A € A et B € B,

m(A x B) = u(A)v(B),

avec la convention 0 X 400 = 0. Cette mesure est o-finie. Elle est en général notée @ v et on
l’appelle mesure produit de p et v.

2. Soit C € A® B. Les fonctions x r—>/ 1o(z,y)v(dy) ety »—>/ 1o(z,y)u(dz) sont respectivement
F E

A-mesurable et B-mesurable et

ExF]lCd'u(X”/:/E</F]IC(377Q)V(dZ/)>N(dCIJ)=/F</E]lc(x,y),u(dx)>y(dy)

peve) = [

Exemple. [Mesure de Lebesgue sur RY|
Il existe une unique mesure Ay sur (Rd,B (Rd)) telle que pour tout produit d’intervalles I; x ... x Iy,
Aa(I; x ... x 1) soit égal au produit des longueurs des intervalles, i.e.

>\d(Il X ... X Id) = /\(Il) ce )\(Id)

ot A est la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)).
On a

M=A®...®\
d foi

Ag est la seule mesure sur B(]Rd) telle que
1. Aq([0,1]%) =1,
2. Va € R, VA € B(RY), M\g(a+ A) = \g(A).

On remarque que pour 4; € B(R), on a A\j(A4; x ... x Ag) = 0 dés que I'un des ensembles A; est de mesure
de Lebesgue nul.

Pour C € A® B, on a

/ ledp®v —/ Lo(z,y)p ® v(de, dy)

—A(Lﬂc(az,yw(dy))u(dx)
= [ ([ et mutan Jvtay,

ce qui signifie que l'ordre dans lequel on intégre par rapport a chacune des mesures importe peu quand
on calcule I'intégrale d’une fonction indicatrice. Cette propriété reste vraie pour les fonctions mesurables
positives.

Exemple. On se place sur (R2, B(R?), /\2), oll Ay est la mesure de Lebesgue sur R?.
On a \2([0,1] x Q) =0, Ma(R x Q) =0.
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On considére les ensembles C' = [2,13] x [-4,—-2] et D = {(z,y) e RO<z < 1let 0 <y <z} Ce sont
bien des boréliens car ce sont des ensembles fermés.On a

A2(C) = A([2,13)A([~4, —2]) = 11 x 2 = 22,

)\2(D):/01 (/jA(dy)))\(dx):/olx)\(dx):;
— [ ([ )@ = [0 - paa =L
0 y 0 2

Théorémes de Tonelli et de Fubini

Théoréme 2.6.2 (Théoréme de Fubini-Tonelli).
Soit (E, A, ) et (E,B,v) deur espaces mesurés o-finies. Soit f une fonction mesurable sur (E x F, A® B)

a valeurs dans R..

1. Les fonctions
(E,A) — (EJF,B(RQ) et (F,F) — (@+,B(@+))
PR /F f(, y)v(dy) y o /E f(, y)u(dz)

sont respectivement A-mesurable et B-mesurable.

s ome [ sawer= [ ([ samwan )un) = [ ([ swnnan ).

Preuve. Le raisonnement se fait en trois étapes : on montre le théoréme

(7) pour les fonctions indicatrices, puis
(74) pour les fonctions étagées positives, et enfin
(7i7) pour les fonctions mesurables positives.

Le point (i) est satisfait d’aprés le théoréme précédent. On obtient le point (ii) par stabilité de la me-
surabilité par combinaison linéaire et par linéarité de l'intégrale. Le dernier point est obtenu en utilisant
I’approximation des fonctions mesurables positives par des suites croissantes de fonctions étagées positives,
la stabilité par passage a la limite de la mesurabilité et par le théoréme de Beppo-Lévi. O

Corollaire 2.6.3. Soit f une fonction mesurable sur (E x F, A® B) a valeurs dans R. Alors f est inté-
grable pour la mesure v @ 1 si et seulement si l’'une des conditions suivantes est vérifiée :

[E</F!f(m,y)|v(dy))u(dm)<+oo ou L(/Eyf(x,y)m(dx)>y<dy)<+OO_

Définition 2.6.4. Soit (E, A, ) un espace mesuré.

Un sous-ensemble N C E est dit négligeable pour la mesure u, s’il exviste A € A tel que N C A et
u(A) = 0.

Une propriété P est dite vrai pour presque tout x € E sil’ensemble {x € E : la propriété P ne soit pas vraie}
est un ensemble négligeable.

On remarque qu’un ensemble négligeable n’est pas forcément mesurable, mais il est inclu dans un ensemble
mesurable de mesure nulle.
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Proposition 2.6.5. Soit f une fonction mesurable de (E, A, u) & valeurs dans Ry. Si f € LY(u), i.e
[ fdu < 400, alors {f = +oc} est un ensemble de mesure nulle :

u({f = +o3}) = 0.

Lemme 2.6.6 (Inégalité de Markov). Soit f une fonction mesurable de (E, A, i) & valeurs dans R Alors
Va > 0,

pl{f > a}) < - / fdp.

Preuve. En effet, on a
[tz [ pauan(ts > ).
{fza}

g

Preuve.(Proposition 2.6.5) On remarque que {f = +oo} = ﬂ {f = n}, avec {f > n} suite décroissante
n=1
de d’ensembles mesurables et, comme f € £'(u), d’aprés I'inégalité de Markov

u({f =) < / fdp.

On déduit ainsi que p({f = +o0}) = limy 400 p({f = n}) =0. O

D’aprés les résultats précédents, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.6.7 (Théoréme de Fubini).
Soit (E, A, ) et (E,B,v) deux espaces mesurés o-finies. Soit f une fonction intégrable sur (E x F, A® B, u @ v)
a valeurs réelles. Alors

1. pour presque tout x € E, la fonctiony — f(x,y) est dans L*(v) ; de plus la fonction x / flx,y)v(dy)
F

est p-intégrable,

2. pour presque touty € F, la fonction x — f(x,y) est dans L (1) ; de plus la fonction y / f(z,y)p(dy)
F

est v-intégrable,

Efod'u@)V:/E</Ff(x73/)V(dy))M(dx):/F(/Ef(a?,y)u(da:)>1/(dy).

Preuve. D’aprés le théoréme de Tonelli, on a

/ExF\ﬂdM@I/:/E[/F|f(:c,y)|u(dy)]u(dx)

Par conséquent, d’aprés la proposition 2.6.5, x +— / |f(x,y)|v(dy) est finie p-p.p. Il existe donc un en-

3. on a

F
semble p-négligeable N € A tel que Vo ¢ N, y — f(z,y) est v-intégrable. On décompose f en la différence
de ses parties positive et négative : f = fT — f~. Comme f intégrable, fT et f~ sont intégrables (en effet,
0 fr<|flet0< fm <|f]).
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Siz ¢ N, les fonctions y — f*(x,y) et y — f~(x,y) sont v-intégrables et on a

v ¢ N,/f(w,y)V(dy) :/f+(x,y)1/<dy) —/f‘(rv,y)l/(;dy)

D’aprés le théoréme de Tonelli, les fonctions = +— [ [ (z, y)v(dy)1 g\N sont mesurables et on a

/E\N [/ ) (dy)] (dz) = /{/ I5y) (dy)} p(dz) = /Efoidu®u<+oo.

Par conséquent, x — [ f(x,y)r(dy) définie sur £ \ N est u-intégrable comme combinaison linéaire de

F
deux fonctions intégrables. On a enfin, comme N est négligeable,
/ fdu@u:/ ffdu@v — ffduv
ExXF ExXF ExXF

:/E\N [ 7+ otan|can) - /E\N[/f ()| ()

—/E\N / (ff(x,y) = (x,y))V(dy)]u(dw)

_/E\N foy dy)] (dz) = /Ufa:y dy)} (dz),

ce qui achéve la preuve. O

Notation. Lorsque l’on intégre par rapport & des mesures produits 1 ® v, on utilise souvent les notations
dp®@v, ou p®@v(de,dy), ou p(dx)v(dy) (ce qui est justifié par le théoréme de Fubini).

Exemple. 1. On se place sur (R2, B(R?), )\2). On considere la fonction
f(z,y) = 2y’lo(x,y)  avec C = {(z,y) € R?2:—1<z<let0<y< xQ}.

On a f € LY(R?, \y, B(R?)).
Cette fonction est mesurable comme produit d’une fonction continue et d’une fonction indicatrice
d’un borélien (en effet, C est un borélien car C = h=1(]0, +oo[) N [~1,1]x]0, +oo| avec h : R? — R
avec h(z,y) = x* — y fonction continue). On remarque que C C [—1,1] x [0,1] et ||f||l, < 1, donc
f € LY(R?) \o, B(R?)).

2. Soit o, > 0 et Ay la mesure de Lebesque sur R?. On considére la fonction définie sur R? par

flw,y) = e o pcy,

La fonction f est borélienne sur R? comme produit d’une fonction continue et d’une fonction indi-
catrice d’un borélien (en effet, {(z,y) € R?: 0 <z <y} = h~1(]0,400[)N]0, +o0[* avec h : R? - R
h(z,y) =y — x fonction continue). Elle est de plus positive, donc d’aprés le théoréme de Tonelli

JEETE /R [ /]R f(w)dx]dy
- /OOO [/:o e—(aw+5y)dy] dz
el

1
fla+pB)
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3. On se place sur (R x N, B(R) ® P(N),\ @ v) ot A mesure de Lebesgue sur R et v mesure de comptage
sur N. On considére la fonction
(="

xn

f(x,n) =

Tpo0ly>0.

f est une fonction mesurable car pour tout n = 2, x w— f(x,n) est continue sur |1,+o0[ et pour
tout x > 1 n+— f(x,n) est mesurable par rapport & P(N). Etudions l'intégrabilité de f. D’aprés le

théoréeme de Tonelli, on a
+o0 1
/ [fldd @ dv = / (Z l‘n>]lx22dl‘

n=2
T 1
Y
s x?1—-1/x

y = ﬁ — %, qui est une fonction continue sur [2,4o00| et dont une primitive est x

1
On a T

In (xm;l) La primative tend vers 0 quand x — 400, donc / |fldAN®@dv =1n2 et f est intégrable par
rapport 4 A Q@ v.

De plus, on a par le théoréme de Fubini,

/fdA ®dv = / (io (_;L)n> Lyzode = io (/ (_;L)n ]lm>2d:n)
2

n=2 n=
+oo 1 +oo
e ()
9 x(x+1) z+1/],
:111g
3

—1)"
On remarque que g(x,n) = %112117@2 n’est pas intégrable par rapport a A @ v.
x

Théoréme de changement de variables

Soit d > 1. On se place sur I'espace mesuré (R?, B(R?), \y), ot Ay est la mesure de Lebesgue sur R

On notera dans la suite \j(dz) = dz.

Soit U et D deux ouverts de R?.

Soit ¢ : U — D un C!-difféomorphisme (fonction de classe C', inversible et d’inverse de classe C!). On a

@ = (¢1,...,%4). On note J, le Jacobien, i.e. le déterminant de sa matrice jacobienne :
le] 0
azll (y) 3;2 (v)
Jo(y) = det
0 2]
ot (y) ot (y)

D’aprés le théoréme d’inversion globale, si U est un ouvert, ¢ est de classe C! inversible, et J, ne s’annule
pas sur U alors ¢(U) est un ouvert et ¢ est un C'-difféomorphisme de U dans o(U).

Théoréme 2.6.8 (Théoréme de changement de variables, voir Théoréme 12.4 dans le livre de Briane et
Pages, [BP06]).
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1. Soit f une fonction borélienne positive f : D — RT. Alors

/ f(a)da = / F ) o w)ldy.
D U

2. Soit f une fonction borélienne f : D — R (ou f : D — C) . Alors f est intégrable sur D si et
seulement si / |fle)|Jp(y)|dy < 400 et dans ce cas,
U

/ f(z)ds = / FFe ) o) dy.
D U

Exemple. Passage en coordonnées polaires. On considére le difféomorphisme

@ REx] —m,m[ = R?\ (R_ x {0})
(p,0) = ¢(p,0) = (pcosb, psinb)

On a Jy,(p,0) = pcos? 0 + psin® f = p.
En effet, U = R x] — m,7[ et D = R?\ (R_ x {0}) sont bien des ensembles ouverts. La fonction ¢ est
de classe C! et son Jacobien ne s’annule pas. De plus, on a p(U) C D car si psinf = 0 (car § €] — m,7]),
comme p > 0 on a forcément 6§ = 0 et donc pcosd = p > 0. ¢ est surjective, car si (z,y) € D, on a
(z,y) = ©(p,0) avec p = /a2 +y? et 0 €] — 7, 7| tel que cos@ = x/p et sinf = y/p (on distingue selon le
signe de x et y pour identifier ).
Comme 'ensemble R_ x {0} est de mesure de Lebesgue nulle, pour toute fonction f € £!(R?),

2T +00
/ f(fc,y)kz(drc,dy)z/ f(x,y)Xa(dz, dy) =/ f(pcost, psind)pdpdd.
R2 R2\(R_ x{0}) o Jo

+00 2 +00
En remarquant que ( / erdx> = / e*(x“’ydxdy et en utilisant le changement de variables en
0 0
+oc0 9
coordonnées polaires, on déduit que / e ¥ dr =+/7/2. .
0

2.6.a) Exercices sur l'intégrale multiple

S xl est Lebesgue-intégrable sur [0, +o0l.

Exercice 2.6.1. 1. Montrer que la fonction f : z — —
e

2. Montrer que, pour tout z > 0, on peut encore écrire f(z) sous la forme :

+oo
f(z) = Z e "sinw.
n=1

. T sinx > 1
3. En déduire que /0 ) dz = nz_:l pEaE

Exercice 2.6.2. On se place sur (R2,B(R2)7)\2) oll Ay est la mesure de Lebesgue sur R?. Soit D =
{(z,y) eR?:0< 2y <z <2} et f:(z,y) — %

1. Justifier le fait que D soit un borélien.
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2. Dessiner D et donner son aire.

3. Calculer l'intégrale de/ fdXo.
D

Exercice 2.6.3. On se place sur (RZ, B(R?), )\2) oll Ag est la mesure de Lebesgue sur R?.
Soit f la fonction définie par f(x,y) = (2672%3} — e*xy)]lxw,yem’l].

1. Vérifier que f est borélienne.

2. Calculer/ ( flz,y) dx) dy et / f(z,y)dy | dz. Conclure.
[0,1] \JR4 Ry \J[0,1]

Exercice 2.6.4. (*) On considére le domaine D = {(z,y) € R? 1z +y > 0 et 2? + y* < 1} et la fonction

fla,y) = oy,
Etudier I'intégrabilité de f par rapport a la mesure de Lebesgue et si f € £1()\2), calculer son intégrale.

Exercice 2.6.5. Soit f une fonction de R? dans R. Soit I un intervalle de R. Dans chacun des cas suivants,

déterminer si f est Lebesgue intégrable sur I? et calculer, si elles existent, les intégrales / < / f(x, y)A(dJ;)) A(dy)
1 \Jr1

ot /I < /I f(x,y)A(dy)) Adz).

-1 siz>0et0<y—a<1,
2 iz>0etl<y—x<2,
flz,y) = S?$ ¢ g avec I =R
-1 six>0et2<y—a<3,
0 sinon.
et ) )
o=y
(%) f(ffay):m avec I =10,1].

Exercice 2.6.6. Soit By le disque centré en 0 de rayon 1 dans R?. Calculer les intégrales suivantes

1 —1/4 2
a —————dxad b/ 22+ 42 dxd c / z dzdy.
@ [ it © [ @) sy ) [ stasay

< 1
142z

On considére I'application @ : R? — R? telle que ®(z,y) = (u,v) avec

Exercice 2.6.7. On note D le domaine du plan défini par

D:{(az,y)ERQ:0<x< ,0<y

1
1+ 2y

ety y(+a)

1—ay 1—ay

1. Déterminer le domaine A = ®(D).

2. Monter que ® : D — A est une bijection et calculer son inverse.
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3. En utilisant le changement de variable ®, Calculer les intégrales suivantes

(1+2)(1+y) 1—ay 1
(a)/D(l_xy)gdxdy, (b)/Ddexdy, (C)/Dl—a:ydxdy"

Exercice 2.6.8. (*)[Calcul de volume de la boule unité]
La boule euclidienne unité de R¢ est définie par By = {(xl, coomg) ERI 4+ x?i < 1}. On note Vy
son volume. Pour d > 1, on a

Vg = / ]1x§+...+a:§<1dxl ... dzg.
Rd

En utilisant le théoréme de changement de variables, montrer que, pour d > 2, V; satisfait la relation
suivante : Vy = %’rVd_l. En déduire la valeur de Vy

Exercice 2.6.9. On souhaite calculer }_ -, #
1 dzd
1. Montrer que Z — = il .
i n [0,1]2 1—zy

2. En justifiant I'utilisation du théoréme de changement de variables avec (x,y) = ¢(0,t) avec ¢(0,t) =
(cos@ — t,cosf +t) pour le calcul de l'intégrale, montrer que »_, -, 7712 = %2.

Indication. On pourra utiliser les identités trigonométriques
1 — cos(0) 0

Vz >0, arctan(z)+ arctan(l/z)=m/2 et v tan 7

Exercice 2.6.10. Soient a,b > 0. On note

+o00 1
M= [ e'ela e Bab) = [ ela-nae
0 0

1. Vérifier que I'(a) et B(a,b) sont bien définies et finies.

2. Montrer que I'(a)I'(b) = 4/ o (WP Hv?)g 2010201 4y .
7
3. En utilisant les théoréme de changement de variables (dont celui en coordonnées polaires), déduire
que
['(a)L(b)

I'(a+0b)’

4. Soit a €]0,1[. En justifiant que I'on peut utiliser le changement de variables (z,y) — (z +y, £),
monter que

B(a,b) =

x—a

dzx.
1+«

+oo
MNa)l(1—a)= /0
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Chapitre 3

Variables aléatoires, Espérance et
Indépendance

Les variables aléatoires sont ’objet de base en probabilité. Il s’agit de fonction du hasard dont nous
présenterons dans ce chapitre les outils clefs pour leur étude.

3.1 Espaces de probabilité

3.1.a) Définitions et propriétés

Quand, on ne peut pas toujours prédire avec certitude le résultat d’une expérience, on parle alors d’ex-
périence aléatoire. Par exemple, lancer un dé ou une piéce de monnaie sont des expériences aléatoires.
D’autres phénomeénes ne sont peut-étre pas aléatoires (comme la succession des nucléotides sur un brin
d’ADN), mais n’en connaissant pas tous les mécanismes, il peut étre utile pour pouvoir les étudier de les
supposer aléatoires.

Définition 3.1.1. L’espace fondamental est un triplet généralement noté (Q, F,P), appelé espace de

probabilité (ou espace probabilisé), ou (U, F) est un espace mesurable muni d’une mesure de probabilité
P.

Rappel :
Une mesure probabilité, ou plus simplement une probabilité, sur un espace mesurable (€2, F) est une
application P : F — [0, 1] telle que

1. P(@) =0,
2. si A, € F pour tout n € N, tel que, pour n # m, A, N A,, = 0, alors

p( U An> =) P(4,) (c-additivite),

neN neN

3. P(R2) =1.
L’espace €2 permet en quelque sorte de décrire toutes des réalisations possibles d’une expérience. Un point
w € £ est une réalisation particuliére de cette expérience.

Exemple. On lance un dé, on s’intéresse au chiffre obtenu. L’ensemble fondamentale est alors fini, plus
précisément
0 =1{1,2,3,4,5,6}.
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6
1
Dans cet exemple, on munit €2 de la tribu F = P(Q) et de la mesure d’équiprobabilité P = 5 Z O -
k=1

En général l'espace (2, F,P) reste abstrait, il nous permet de poser un cadre théorique sans que 'on ait
besoin de 'expliciter.

Définition 3.1.2. Un événement A C Q est un élément de la tribu F (i.e., un ensemble mesurable).

Exemple. On lance deux dés. L’ensemble fondamental est

Q={(1,1),(1,2),(1,3)...,(2,1),(2,2),...,(6,5), (6,6)}.

On peut considérer les événements suivants :

- la somme des points est 6 : A = {(1,5), (5,1),(2,4), (4,2),(3,3)},

- la somme des points est un multiple de 3 :

B =1{(1,2),(2,1),(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3),(3,6),(6,3), (4,5),(5,4), (6,6) }.

La mesure de probabilité P permet de quantifier les "chances" de réalisation des événements.

Exemple. 1. ([0,1],5([0,1]), ) ot A est la mesure de Lebesgue sur [0, 1].
2. Mesure de Dirac sur (©2,P(£2)) : Soit a € €, pour tout A € F, on définit la mesure de Dirac au point

a par
1 si A
5a(A) = s?ae
Osia¢ A

3. Pour définir une probabilité sur (N, P(N)), il suffit de se donner une suite de réels positifs p,, tel que
Y onenPn =1 Alors P = %" Dndn, ol 6, est la masse de Dirac en n, est une mesure de probabilité

sur (N,P(N)). On a alors P(A) = >, cxypnla(n).
Propriété 3.1.3. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et A, B et (An)nen des événements, alors
1. SiANB =10, alors P(AUB) =P(A) + P(B) (additivité)
2. De maniére générale, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
3. Si B C A, alors P(B) < P(A) (croissance) et P(A\ B) =P(A) — P(B).
4. P(A°) =1—-P(A)
5. P(UneniAn) < Sent F(An)
6

. 81 (Ap)nen suite croissante (i.e., Ay, C Apt1), alors

]P’(U An) = lim P(4,) =supP(4,)

neN n—00 neN

7. st (Ap)nen suite décroissante (i.e., Apy1 C Ay), alors

P(ﬂ An> = lim P(A4,) = inf P(4,)

n—00 neN
neN
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3.1.b) Exercices sur les espaces de probabilités

Exercice 3.1.1. [Convergence monotone pour les probabilités| Soit 'espace mesurable (Q, F) et P: F —
[0, +00[ une application additive (c’est-a-dire P(A U B) = P(A) + P(B) lorsque A,B € F et AN B =),
telle que P(£2) = 1. Montrer que les quatre affirmations suivantes sont équivalentes :

1. P est une probabilité (c’est-a-dire elle est o-additive).

2. IP est continue sur des suites croissantes :

3.

4.

(An)nen C F, Ap C Apg1 = P(Unendy) = lim P(4,).

n—-+o0o
(On notera pour des telles suites croissantes lim,, A, = UpenAy.)

P est continue sur des suites décroissantes :

(An)nen C F, Ap D Api1 = P(Mhendy) = lim P(4,).

n—-+00
(On notera pour des telles suites décroissantes lim,, A, = NpenAy.)

P est continue sur des suites décroissantes vers 0 :

(An)nGN C F, A, D An+1 et Mpen A, = ® = lim P(An) = 0.

n—-+0o00

Exercice 3.1.2. [Limites inférieure et supérieure| Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. On considére
une suite d’ensembles mesurables (A, ),en C F et on note

Ll e

lin%liann = U m A, limsup A, = ﬂ U A,

neNmzn neNmzn
Montrer que w € liminf,, A, ssi & partir d’un certain rang, w est dans tous les A,,.
Montrer que w € limsup,, A4, ssi w est dans une infinité de A,.
Montrer que P(liminf A,) < liminf P(A,) < limsupP(A,) < P(limsup A,).
n n—-+oo 400 n

On dit que la suite (A, )pen est convergente si liminf,, A, = limsup,, A,,. Montrer que si la suite est
croissante (respectivement décroissante) alors elle est convergente et

lim A4,, = U A, (respectivement lim A, = ﬂ Ap).
n n
neN neN

Montrer que si la suite (A4, )nen est convergente, on a la propriété de continuité de la mesure :
P(lim A4,) = lim P(A,).
n

n—-+o0o

Exercice 3.1.3. [Presque str| On dit qu'un événement A € F est presque str si A est presque stirement
égal a ), c’est-a-dire Q@ = AU N avec N un ensemble négligeable (ie. 3B € F : N C B,P(B) = 0). Soit
(Aj)jes, J C N, une famille d’événements presque stirs. Montrer que () e A; est presque sur.

Exercice 3.1.4. [Tribu compléte] Soit (£, F,P) un espace de probabilité. Soit la famille d’ensembles
suivante :

1.

Fp={C € P(Q) : JA1,As € F,tels que A1 C C C Ay et P(Az\ A1) = 0}.
Montrer que Fp = o(F UN) ou N est la classe des ensembles P-négligeables, ie. N' = {N C Q :
JAe F: N CAPA) =0}
On définit P sur Fp par P(C) = P(A4;) = P(Az). Montrer que P est bien définie (c’est-a-dire que sa
valeur ne dépend par du choix de A et de As). Montrer que PP est la seule mesure sur Fp = o(FUN)
qui prolonge P (ie. qui coincide avec P sur F).
Montrer que pour toute fonction X réelle Fp-mesurable, il existe deux variables aléatoires (ie. JF-
mesurables) U, V réelles telles que U < X < Vet V—U =0 P-p.s.
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3.2 Variables aléatoires

3.2.a) Deéfinition

Imaginons une personne jouant une partie de dés en 10 coups : & chaque lancer, il gagne 2 euros s’il obtient
un 5 ou un 6, un euro pour un quatre, rien pour un 3, perd un euros pour un 2 et trois euros s’il obtient 1.
Si on cherche & modéliser I'expérience, on peut prendre Q = {1,...,6}'°, F = P(Q) et si le dé est
bien équilibré chaque configuration a la méme probabilité d’apparaitre, il est donc naturel de choisir
P({w}) = 6710 pour tout w € Q. Pour le joueur, ce qui est intéressant, ce n’est pas la description de
I’expérience, mais juste le gain final qu’il va avoir. Bien entendu le gain dépend du résultat de 'expérience.
Le gain est une application sur Q a valeurs dans {—30,...,20}. On parle de variable aléatoire.

Soit (2, F) et (E,.A) deux espaces mesurables et X une application de © dans E. Pour A € A, on note
{X € A} I'image réciproque de B par X :

(XecA)=X1A) ={weQ: X(w)c A}

Définition 3.2.1. Soit (Q, F,P) un espace de probabilité et (E,A) un espace mesurable.
Une variable aléatoire (v.a.) est une application X mesurable d’un espace de probabilité (Q, F,P) a valeurs
dans un espace mesurable (E, A), i.e. X '(A)={X"1(A): Ae A} C F.

Si (E,A) = (R,B(R)), on parle alors de v.a. réelle. Si (E,.A) = (R?, B(R?)), on parle de vecteur aléatoire.
On peut alors écrire X = (X1,...,Xy4) avec X; : (Q, F,P) — (R, B(R)) variable aléatoire appelée i®™°
marginale de X. Si (E, A) = (R*,B(R™")) alors X est dite v.a. positive et si (E, A) = (N,P(N)), X est

dite v.a. entiére.
Propriété 3.2.2. Si A= 0(C), X est une v.a. si et seulement si X 1(C) C F.
Par conséquent si (E, A) = (R, B(R)), X est une v.a. si et seulement si {X < 2} € F pour tout z € R.

Exemple. Une fonction étagée est une fonction mesurable qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs.
Elle s’¢crit sous la forme X = Y 0" x;14, avec A; € F et z1,...,2, € R (il n'y a pas unicité¢ de la
représentation).

Rappel : toute v.a. est limite simple d’une suite de fonctions étagées. Et si de plus la v.a. est positive
alors la suite peut-étre choisie croissante. La mesurabilité est stable par composition. La somme, différence,
quotient de v.a. réelles est encore une v.a. Le max et le min de v.a. réelles est encore une v.a., la partie
imaginaire et la partie réelle d’'un v.a complexe est une v.a. Si (X,,) est une suite de v.a., alors l'inf, le
sup, les liminf et lim sup sont des v.a.

3.2.b) Loi d’une variable aléatoire

Définition 3.2.3. Soit X : (Q, F,P) — (E,A) une v.a.. On appelle la loi de X la mesure image Px de P
sur (E, A) par X : pour A€ A

Py(A) =P(X € A) =P({w € Q: X(w) € A})

Dans le cas d’un vecteur aléatoire, X = (X1,...,Xy), la loi P(x,,...x,) est appelée la loi jointe des variables
aléatoires X1,...,X,. Les lois des coordonnées de la variable s’appellent les lois marginales.

Propriété 3.2.4. La loi image Px est une mesure de probabilité sur (E,A).
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Preuve. Voir Exercice 2 du devoir 2. O

Par abus de notation, si A = {z}, on notera P(X = x) au lieu de P(X € {z}).

Exemple. On lance deux dés et on regarde X le minimum des deux chiffres obtenu. Ona Q = {1,2,3,4,5, 6}2,
F=PQ)et X:Q—{1,2,3,4,5,6}, (w1, ws2) — min(wi,ws) est bien une v.a. Les dés n’étant pas truqués

il est naturel de considérer la loi produit P = v®v avec v = ¢ 22:1 k. Par conséquent, P({w;,w2}) = 1/36.
Donc

k 1 2 3 4 5 6
P(X =k) | 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36

On vérifie rapidement qu’il s’agit d’une mesure de probabilité, car la somme vaut bien 1.

Définition 3.2.5. On dit que deux variables X etY a valeurs dans le méme espace (E,A) sont de méme
loi si Px = Py. On notera alors L(X) = L(Y) ou X £y,

On remarque que deux variables peuvent avoir la méme loi sans pour autant étre définie sur le méme
espace de probabilité (on identifie seulement les mesures images).

Définition 3.2.6. Soit X : (Q, F,P) — (E,A) une variable aléatoire. On appelle atome de (la loi de) X
tout point x € E tel que P(X = x) # 0.

On appellera support d’une variable aléatoire X : (Q, F,P) — (E,.A) «le plus petit » événement S de E
tel que P(X € S) =1 (cet objet est mal défini dans le cas général, il faut juste en retenir le sens intuitif).

3.2.c) Classe monotone

Définition 3.2.7. Une famille M de parties de E est appelée classe monotone (ou A—systéme) si
1. Ee M,
2. M est stable par différence : lorsque A,B € M et B C A alors A\B € M,
3. M est stable par union croissante (si A, € M et A,, C Apt1 alors UpsoA, € M).

Remarque. — Une intersection quelconque de classes monotones est encore une classe monotone.

— Une tribu est une classe monotone, car A\B = AN B°.
Propriété 3.2.8. Une classe monotone stable par intersection finie est une tribu.

Preuve. A faire en exercice. O

Définition 3.2.9. Pour £ C P(E), on appelle classe monotone engendrée par £ la plus petite classe
monotone contenant £, i.e. l'intersection de toutes les classes monotones contenant £. On la note M(E).

Théoréme 3.2.10 (Théoréme des classes monotones, Théoréme de Dynkin). Soit £ une famille de parties
de E stable par intersection finie (appelé m-systéme). Alors M(E) = o (&).

Preuve. 11 suffit de montrer que M(E) est stable par intersection finie, ce qui impliquera que M(E) est
une tribu qui contient &, car par définition M(E) C o(&).

Soit A € &, on note My = {Be M(£): ANB € M(€)}. On remarque que &€ C My et My est une
classe monotone. Par conséquent, M(E) C My pour tout A € £.

On a donc

VA€ E VB e M), ANBe M(E).

Copyright © Héléne Guérin; Université du Québec & Montréal; 3 décembre 2024. 57



MAT7070 : MESURE ET PROBABILITES - VARIABLES ALEATOIRES Draft

Soit A € M(E) et My = {BeM(E): AnNB e M(E)}. De méme, My est une classe monotone qui
contient £, donc M(E) C M4 pour tout A € M(E).
On déduit que M(E) est stable par intersection finie et le théoréme se déduit de la Propriété 3.2.8.

U

Théoréme 3.2.11. Soit (E,.A) un espace mesurable. Si deuz probabilités Py et Py coincident sur & stable
par intersections finies, alors elles coincident sur o(&).

Preuve. Soit M ={A € A:P1(A) =P2(A)}. Alors E € M, si A,B € M avec B C Aalors A\ Be M
(car P1(A\ B) = P1(A) — P1(B) = Po(A\ B)) et si (Ay)n>0 suite croissante de M, |JA, € M (car
P (U An) = limy—00 P1(A4,) = P2(|J Ar)). Par conséquent, M est une classe monotone, avec € C M et
donc M(€) € M. Comme & est un m-systéme, par le théoréme de la classe monotone M(E) =o(€). O

Conséquence. D’apreés le théoréme de la classe monotone, si A = o(C) ou C est stable par intersection
finie (m-systéme), alors X et Y sont de méme loi si et seulement si P(X € A) = P(Y € A) pour tout
AeC.

De méme, si p mesure de probabilité sur (E,.A), dans ce cas, X suit la loi u si et seulement si P(X € A) =
w(A) pour tout A € C.

AN
Dans la suite, on aura tendance & introduire des v.a. en omettant de définir l’espace (€2, F,P) sur

lequel on se place. Cependant, il ne faut jamais oublier qu’une v.a. est une fonction.

3.2.d) Fonction de répartition
On considére des variables a valeurs réelles : (E, A) = (R, B(R)).

Définition 3.2.12. On appelle fonction de répartition d’une variable aléatoire X : (2, F,P) — (R, B(R))
la fonction Fx définie sur R a valeurs dans [0,1] par

Proposition 3.2.13. La fonction de répartition caractérise la loi d’un variable aléatoire, i.e. st X,Y deux
v.a. telles que Fx = Fy alors Px = Py.

Preuve. La famille C = {] — 0o, z], X € R} est stable par intersection finie et engendre B(R), on conclut
par le théoréme de la classe monotone. O

Propriété 3.2.14. Soit Fx la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X. Alors,
1. Fx est une fonction croissante,
2. limy oo Fx(x) =0 et lim,, o Fx(z) =1,

8. Fx est une fonction continue & droite et admet une limite & gauche,

Fx(a™) = lim Fx(y) = P(X <),
y<zx

4. P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a™),
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5. si x n'est pas un atome de X alors Fx est continue & gauche en x (donc continue). L’ensemble des
points de discontinuité de Fx est l’ensemble des atomes de X.

Preuve.

1. Siz <y,ona{X <z} C{X <y} et donc par croissance de la mesure de probabilité¢ P, Fx(x) <
Fx(y).
La fonction Fx étant monotone, elle admet des limites & gauche et & droite en tout point et ’ensemble
de ses points de discontinuité est au plus dénombrable.

2. Fx étant croissante, elle admet des limites en —oo et +00. On a donc lim,—, o Fx () = limy,— 4o Fx(—n).

On pose A, =] — 00, —n] qui est une suite décroissante de boréliens avec (1,5, 4, = 0. Par
conséquent, lim, 100 Fx(—n) = Px(0) = 0. De méme, lim;_ o Fx(z) = lim, o Fx(n). On
pose A, =| — oo, n] qui est une suite croissante de boréliens avec Un21 A, = R. Par conséquent,
limn_>+oo Fx(n) = Px(R) = 1.

3. On introduit la suite décroissante A, =]—o0,z+1/n]. Ona () A, =]—o0,z] et donc lim,_,,+ Fix(y) =
limy oo Fix(z+1/n) = limy 00 Px (An) = Px (] — 00, z]) = Fx(z). La fonction est continue a droite.
On introduit maintenant la suite croissante A, =] — oo,z — 1/n]. On a |J A, =] — oo, z| et donc
lim,_,,~ Fx(y) = lim, 00 Px(An) = Px(] — 0o, z[). La fonction est admet une limite & gauche qui
vaut P(X < ).

4. P(X € ]a,b]) =P(X <b) —P(X <a)=Fx(b) — Fx(a™) car [a,b] =]oo, b]\] — 00, al.

5. En général, P(X < z) # P(X < z). En fait, P(X < z) = P(X < z) + P(X = z) car ensembles
disjoints et donc la fonction est continue en z si et seulement si x n’est pas un atome.

0

Proposition 3.2.15. La fonction de répartition admet au plus un nombre dénombrable de points de
discontinuité. Une variable aléatoires réelle a par conséquent un nombre au plus dénombrable d’atomes.

Preuve. Ceci est 1ié a la monotonie de la fonction. On peut aussi le redémontrer dans le cas particulier des
fonctions de répartition. Si on note D,, = {z : Fx(x) — Fx(x~) > 1/n} ensemble des points de disconti-
nuité avec un saut d’amplitude supérieur a 1/n, comme Fx(x) € [0, 1], on a card D,, < n. Donc I'ensemble
des points de discontinuité D = Up>1D,, est dénombrable. O

Théoréme 3.2.16. Une fonction F : R — [0,1] croissante cadlag (continue a droite et limitée & gauche)
avec limy_y_oo F(x) = 0 et limy_yy00 F'(z) = 1 est la fonction de répartition d’une v.a. X. De plus,
l’ensemble des points ot la fonction a un saut est l’ensemble des atomes de X.

Preuve. La preuve est complexe si on souhaite construire X sur un espace de probabilité général (2, F,P)
et repose sur le théoréme de Carathéodory.

On se place dans le cas particulier (]0, 1[, B(]0, 1), P) ou P = X mesure de Lebesgue sur |0, 1[. Soit w €]0, 1].
On note X(w) =inf{t e R: F(t) > w}.

X est bien défini car F est croissante et F(R) = [0,1]. Si F est strictement croissante, alors elle est
inversible et X (w) = F~(w).

X est une variable aléatoire (X croissante donc mesurable, cf devoir 1).

Montrons que {t € R : F(t) > w} = [X (w), +oo[. On a de fagon évidente {t € R : F(t) > w} C [X(w), +o0].
Par ailleurs, soit s > X(w), alors par croissance F'(s) > F(X(w)) et par continuité a droite de F' on a
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F(X(w)) >w,donc F(s) >wet se {teR: F(t) > w}.
Par ailleurs, vérifions que la fonction de répartition de X est bien F. On a, en effet,

3.2.e) Exercices sur les variables aléatoires
Exercice 3.2.1. [Tribu discréte| Soit 2 = {1,2,3,4,5}. Déterminer la tribu o({A4, B,C}) ou A = {1, 2},
B={2,3}, C =0.

1. Quelles sont les variables aléatoires réelles définies sur 7

2. Que se passe-t-il si on retire C'?7

3. Que rajouter a {A, B, C'} pour engendrer P(Q2) ?

Exercice 3.2.2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E, ). Montrer que la loi image Px est une
mesure de probabilité sur (E, ).

Exercice 3.2.3. [Variable aléatoire constante| Montrer qu'une application 2 — (R, B(R)) est une variable
aléatoire par rapport a la tribu triviale sur € si et seulement si elle est constante.

Exercice 3.2.4. [Approximation| Soit X une variable aléatoire positive. On considére

k—1 k
An,k:{W: on <X(W)<2n}, B, ={w: X(w) > n}.

1. Montrer que X,, = ZZinl %]l A, T nlp, est une variable aléatoire.
2. Montrer que lim;,,_, 1+ X, (w) = X (w) pour tout w € €.

3. Montrer que (X, (w))n>1 est une suite croissante.

Exercice 3.2.5. |Copies ordonnées|

1. Soient X, Y deux variables aléatoires réelles sur un espace de probabilité (2, F,P) telles que
PY<t<X)=0 VteR.

Montrer que P(Y < X) = 0.

2. On suppose cette fois que X et Y ont méme loi. Montrer que si X > Y p.s., alors X et Y sont
presque stirement égales : c’est a dire

(FAe Favec P(A) =1:Vw € 4, X(w) > Y (w)) => (IB € F avec P(B) =1:Vw € B, X(w) =Y (w)).
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3.3 Exemples de variables aléatoires

3.3.a) Variables discrétes

Définition 3.3.1. Une v.a. X : (Q, F,P) — (R, B(R)) est dite discréte si son support est au plus dénom-
brable.

Dans ce cas, son support est exactement I’ensemble 2 de ses atomes.
Rappel : La mesure de dirac J, en a € R est définie pour tout borélien A € B(R)

5a(A) = 1 siacA
10 siag A

Propriété 3.3.2. 57 X est une variable aléatoire discrete alors sa lot est la somme pondérée des mesures
de Dirac en ses atomes
]P)X = Z pxéftv

zeA
avec pp, = P(X = x).
Preuve. Comme A est au plus dénombrable et A = J_ . 4 {x}, pour tout A € B(R), on a
Px(A) = Py (Am U {1‘}) =) Px(An{z}) =D P(X =z,z€A) =) P(X =1)5,(A).
zeA zeA zeA zeA
O
Remarque. Pour caractériser la loi d’une v.a. discréte, il suffit de donner l’ensemble de ses atomes et
d’exprimer P(X = x) pour tout atome x.

Proposition 3.3.3. Soit X une v.a. discréte et A = {z; :i € I} l’ensemble de ses atomes (supposés
ordonnés : x; < xiy1). La fonction de répartition Fx de X est croissante, constante sur chaque intervalle
[, Tpr1[ avec un saut pr, = P(X = xp) en chaque atome zy : pr = Fx(zr) — Fx(xg_1)

Preuve. Si x < min(x;), alors Fx(z) = 0 et si x > sup(z;), Fx(x) = 1 car en dehors du support. Soient
s,t € [xg, xp41] avec s < t, Fx(t) — Fx(s) = P(X €]s,t]) = > P(X = z;) = 0 car la somme est

is<x; <t
vide. La fonction est bien constante par intervalle. O
Exemple. e Une variable aléatoire constante est discréte, X = ¢ a pour loi Px = ..
e X une variable aléatoire qui prend les valeurs xi....,,x, avec probabilité respectives pi,...,p, a

pour loi Px = p10z, + ..., pndz,, -

e Lorsque tous les atomes ont la méme probabilité de se réaliser on parle de loi équirépartie (équipro-
bable ou encore uniforme). Si X est équirépartie sur {z1....,,z,} alors Px = 23} 6,

e SiAe Fet X =14 alors X est discréte a valeurs dans {0, 1} et Px = P(A)d; + (1 —P(A))do. Cette
loi est appelée loi de Bernoulli B(p) avec p = P(A).

De maniére générale, une variable qui ne prend que deux valeurs suit une loi de Bernoulli.
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e On appelle loi Binomiale B(n,p)avec n € N* et p €]0, 1] la loi d’une v.a. X a valeurs dans {0,...,n}

avec
n k ~
Px =) <n>pk(1 —p)" "

k=0
On trouve cette loi quand on considére le nombre de succes dans une suite de n épreuves identiques
ayant chacune une probabilité de succés p.

e On appelle loi Géométrique G(p) avec p €]0, 1] la loi d’une v.a. & valeurs dans N* avec

Px = Zp(l —p)kil(gk.
k=1

On trouve cette loi quand on considére la position du premier succés dans une suite d’épreuves
aléatoires identiques de probabilité de succés p.

e On appelle loi de Poisson P(\) avec A > 0 la loi d'une v.a. & valeurs dans N avec

Cette loi est souvent utilisée pour modéliser des événements rares.

Remarque. Soit X une v.a. discréte a valeurs dans {x; : i € I} et on note p; = P(X = x;). Soit
g : R — R une application mesurable. Alors Y = g(X) est une v.a. discréte a valeurs dans {y; : j € J} =

g({x; i €1}) et
PY =y;) = Z i

i€l:g(z;)=y;

Preuve. 11 est clair que Y est a valeurs dans g({x; : i € I}). Par ailleurs, on a g~ *({y;}) = {; : 9(z;) = y;}
et donc

P(Y =y;) =P(go X =) =P(X ' (¢7'({y;})) =Px(¢'{y}) = >, PX=um).
z; €97 ({y;})

3.3.b) Théoréme de Radon-Nikodym

Définition 3.3.4. Soit u et v deur mesures définies sur un espace mesurable (2, F). On dit que p est
absolument continue par rapport & v, noté p <K v, si pour tout A € F,

v(A) = 0 implique p(A) = 0.

Théoréme 3.3.5 (Radon-Nikodym). Soient u et v deur mesures o—finies. Si p < v alors il existe une
fonction f: (Q,F) = (R4, B(R4)) mesurable telle que

VAEF, p(A) = / Fdv.
A

La fonction f s’appelle la densité de p par rapport a v. Elle est souvent notée f = %. De plus, on a le
lien suivant pour tout fonction g telle que les intégrales soient bien définies

/ gdp = / gfdv.

Si i est une mesure finie alors f € L'(v).
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Voir Théorémes 10.4 et 10.5 dans Briane-Pages [BP06| pour la preuve de ce théoréme.
Exemple. 1. soit pu = Zk>0 pro avec pi des réels positifs, alors p < v avec v = Z@O 0 la mesure
de comptage sur N. La densité est donnée par f(k) = py.

2. Soit A la mesure de Lebesgue. Aucune loi discréte n’est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue car une loi discréte posséde des atomes : P(X = z) > 0 et A({z}) = 0. 1l suffit d’avoir
un atome pour qu’une loi ne soit pas absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

3.3.c) Variables a densité

On appelle variables & densité les variables dont la loi est absolument continue par rapport & la mesure de
Lebesgue. On note A la mesure de Lebesgue sur R.

Définition 3.3.6. Une variable aléatoire X est dite & densité f si Px < A, i.e.

VA€ B[R) P(X < A)= / fda.
A

On a alors P(X € [a,b]) f f(z)dx pour tout a,b € R. On note dans ce cas Px = f(z)dz.

Remarque. La fonction f est mesurable positive et fR f(z)dx = 1. De fagon réciproque, une telle fonction
est une densité de probabilité.
Exemple. 1. On appelle loi uniforme sur [a, b], notée U([a, b]) la loi de densité ﬁﬂ[aﬂ.

2. On appelle loi exponentielle de paramétre o > 0, notée £(«), la loi de densité ae™**1 ;. Cette loi
est souvent utilisée pour modéliser des durées de vie.

3. On appelle loi normale centrée réduite, notée N(0, 1), la loi de densité \/%e 2.

—(z—m)?

4. On appelle loi normale de moyenne m et de variance o, notée N'(m, 02), la loi de densité m}ﬂe 202

5. On appelle loi de Cauchy C de paramétre a > 0 la loi de densité W

Proposition 3.3.7 (Lien entre fonction de répartition et densité). Soit X une variable aléatoire a densité
f. Alors sa fonction de répartz’tz'on vérifie

1. Vz e R, Fx(x) = [*__ f(t)

2. Fx est contmue sur R.

3. Si f est continue en xg, alors Fx est dérivable en o de dém’vée Fl(x0) = f(zo).

4. Si X v.a. ayant une fonction de répartition F' de la forme F(x f f(t)dt ou f fonction mesurable

positive, alors X admet nécessaire f pour densité.

Preuve.

1. Vz € R, Fx(z) =Px(] — = [* [t

2. Ok, car pas d’atome.

3. Si f est continue en xg, donc définie sur un voisinage en xg. Soit € > 0, il existe 6 > 0 tel que
|t —xo| <6 = |f(t) — f(zo)| < e. Soit h tel que |h| < J. On a alors

zo+h
|Fx (20 + h) — Fx (o) — hf(x0)| = / () — flao))de

<elh|

Par conséquent, le taux d’accroissement (Fx(zo + h) — Fx(x¢))/h converge vers f(zo) quand |h| —
0.
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4. F étant une fonction de répartition, f est une densité car fj;o f(t)dt =limy_o F'(z) = 1. On intro-
duit p la mesure de probabilité définie par p(A) = [, f(t)dt pour A € B(R). Cette mesure est abso-
lument continue par rapport a Lebesgue de densité f. Px et u coincident sur C = {] — 00, z],z € R}
qui engendre B(R) et stable par intersection finie, donc par le théoréme de classe monotone Px =
et Px admet f pour densité.

O

A
\\

Avoir une fonction de répartition continue n’implique pas que la v.a. soit & densité. Les lois a densité
sont en fait absolument continues : on dit que la fonction F' est absolument continue sur [a,b] si, pour
tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour toute suite ([ay,by])nen de sous-intervalles de [a,b] d’intérieurs
disjoints,

> (bn—an) <6=> |Flan) — F(by)| <.

n=0 n>0

En fait, F' est absolument continue sur [a, b] si et seulement s’il existe une fonction f intégrable sur [a, b]
telle que pour tout x € [a, b],

F(z) — F(a) = /w f(t)dt.

Exemple. Une fonction continue, dérivable presque partout et de dérivée dans L' n’est pas forcément
I'intégrale de sa dérivée. En effet, I'escalier de Cantor est une fonction f : [0,1] — [0, 1] continue dérivable
presque partout (croissante) et de dérivée nulle presque partout.

On note K3 I’ensemble triadique de Cantor. K3 est un sous-ensemble compact de [0, 1] d’intérieur vide donc
totalement discontinu. Il est non dénombrable mais négligeable pour la mesure de Lebesgue. K3 = (), oy Kn
avec Ko = [0,1], Ki = Ko\]1/3,2/3], ..., K, est la réunion de 2" ensemble disjoints de longueur 1/3" :
K, =1, avec I, = [gn/3", qn+1/3"] et qo = > 11 a;3" " avec a; € {0,2}. Par conséquent,

(e}

x

Ky = {232 (T, € {0,2}}.
n=1

On considére la suite de fonctions affines par morceaux définies sur [0, 1] de la facon suivante :

fo(z) =
f1(0)

0, f(1) =1, f1([1/3,2/3]) = 1/2

On construire la fonction f,, 1 & partir de f, : sur chaque intervalle [u,v] ou f, est non constante, on
remplace f, par la fonction linéaire par morceaux qui vaut M sur [(2u +v)/3, (2v 4+ u)/3]. On a
par conséquent

‘fﬁ+1(x)"_fh(x)’< 27"

et donc la série > -1 (fnt1 — fn)(z) converge uniformément, i.e. (f,) converge uniformément. Sa limite f
est par conséquent continue, croissante, avec f(0) = 0 et f(1) = 1. De plus f’ = 0 sur K car celui-ci est
une réunion d’intervalles sur lesquelles f est constante.

3.3.d) Lois marginales d’un vecteur aléatoire

A partir de la loi d’un vecteur aléatoire, on obtient facilement les lois des marginales.

Copyright © Héléne Guérin; Université du Québec & Montréal; 3 décembre 2024. 64



MAT7070 : MESURE ET PROBABILITES - VARIABLES ALEATOIRES Draft

Propriété 3.3.8. Si (X,Y) est un couple de variables a valeurs dans E? de loi Pixyy, alors les lois
marginales Px et Py de X et'Y sont données par : pour A € A

Px(A) =Pxy)(A x E) et Py(A) =Pxy)(E x A)
Plus généralement, si on considére un n—uplet,
Px,(A) =Px, . x (B x Ax E").
Preuve. La preuve est évidente car {X € A} = {(X,Y) € A x E}. O

La loi d’un vecteur aléatoire détermine la loi de chacune des marginales, mais la réciproque est fausse. De
la loi des marginales, on ne peut pas en déduire (en général) la loi du vecteur.

Exemple. Soit (X,Y’) un couple aléatoire de loi

1 1 1 5
Pixyy = 5000 * 3001 T 15000 15001

et (U, V) un autre couple de loi
1 1 1
Pwv) = 7000 + 7001 + 5901

On a P(xy) # P(y,y) et pourtant

Py =Py = =0+ =9
X U 20-1-21
1 3
Py =Py = - -
Y Vv 450+4(51

Définition 3.3.9. Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur aléatoire de R®. On appelle fonction de répartition
de X la fonction définie sur R¢ par

Fx(t) = Fx(t1,... . tq) =P(] — oo, t1] x ... x] = 00,tq]) = P(X1 < t1,..., Xq < tq).

On remarque que la fonction de répartition de la i®™° marginale vérifie F, (¢;) = lim t; —+oo Fx ().

J#i
La fonction de répartition caractérise la loi d’un vecteur aléatoire (méme preuve qu’en dimension d = 1).

Définition 3.3.10 (Densité en dimension d). Une fonction f : RY — R est une densité de probabilité (en
dimension d) si

— f est positive : Vt € R, f(t) >0,

— [ est intégrable d’intégrale 1 : [pq f(t)dt = 1.

Un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xq) suit la loi de densité f si pour tous les pavés HglzlAi de R?,
]P’((Xl,...,Xd) EH?:lAz) :/ f(x)da;:/ f(xl,...,xd)da:d...da;l.
Hfb'izlAi Al Ad

Proposition 3.3.11 (Théoréme de changement de variables). Soit X un vecteur aléatoire de R? de densité
f et g:RT = R un diffcomorphisme (bijection continument différentiable, ainsi que son inverse). Alors
Y = g(X) est un vecteur aléatoire de densité

) = fx(g  w)|Jg ()]

ot Jg = det((ajgi)lgi'jgd) est le jacobien de g.
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Prewve. P(g(X) € B) =P(X € g7 Y(B)) = [pu Tyeg-1(p)fx (2)dr = [pa Dgyepfx (x)dz. Puis appliquer le
théoréme de changement de variables. O

Proposition 3.3.12 (Densités marginales). Si (X,Y) est un couple de densité f alors X et'Y sont des

v.a. de a densité
/fwydy, fy(y /f:cy

La réciproque est fausse, si X et Y sont a densité, on ne sait rien sur le couple. Par exemple le couple
(X, X) avec X variable & densité fx n’est pas a densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R.
Preuve. Etudions la loi de X, la preuve étant identique pour Y. Soit A € B(R). Par Fubini-Tonelli, on a

Px(4) =B(X €AY €®) = [[ faydoay - | [ / f(x,y>dy] d.
AxR A LJR
Par ailleurs, fR f(x,y)dy est bien une densité de probabilité car positive et d’intégrale 1. O

Exemple. — Vérifier que f(z,y) = %]1[0,1]”_172} (7,y) est une densité de probabilité sur R2. Montrer
que fx(z) =1L () et fy(y) = 3119).
— Les densités marginales de f(z,y) = ye™ ™ lg+ ()1 1)(y) sont fx(z) = (1—e* — re ) /z g+ ()
et Y ~U[0,1].

_ 2?4 20y+5y2

— Vérifier que les lois marginales de f(x,y) = 3%6 6 sont des lois gaussiennes.

3.4 Espérance d’une variable aléatoire

(Q,F,P)

~ une variable
w = X(w)

Définition 3.4.1. Soit (0, F,P) un espace de probabilité et X :

/ | X (w)]dP(w) < oo
Q

On définit 'espérance d’une v.a. positive ou intégrable X, notée E[X], comme lintégrale de X par rapport

a la mesure P :
/ X(w)dP(w / XdP.

L’espérance représente la valeur moyenne prise par la variable.
On remarque que comme les mesures de probabilités sont de masse finie, les constantes sont intégrables
et de méme les v.a. bornées sont intégrables.

— Si X =14 avec A € F une v.a. de Bernoulli, alors E[X] = P(A).
— Si X = (X1,...,Xq) vecteur aléatoire de R? avec E[|X;|] < oo Vi € {1,...,d}, alors on définit

aléatoire. X est dite intégrable si

E[X] = (E[X4],...,E[X4]).

Définition 3.4.2. Une variable aléatoire intégrable est dite centrée si E[X] = 0.

L’espérance étant l'intégrale de X par rapport & la mesure P, 'espérance vérifie les propriétés classiques
de l'intégrale. De méme, on peut utiliser les théorémes de Fubini-Tonelli et de Fubini.
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Propriété 3.4.3. Soit X,Y deuz v.a. intégrables et a,b € R.

1. L’espérance st croissante : si X <Y p.s., alors E[X] < E[Y],

2. Uespérance est linéaire : E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y],

3. [E[X]| < E[X]],
Pour le calcul effectif de 'espérance d’une v.a., on se raméne au calcul d’une intégrale sur R grace au
théoréeme de transfert. En effet, 2 est en général un espace abstrait et P une mesure non explicite, par
contre Px est la mesure image de P par 'application X.
Théoréme 3.4.4 (Théoréme de transfert). Soit (Q,F,P) un espace de probabilité, X : (Q,F,P) —
(R, B(R)) une variable aléatoire et h : (R, B(R)) — (R, B(R)) une fonction borélienne.
Alors lespérance de h(X) = ho X est bien définie si et seulement si l'intégrale de h par rapport a Px est
bien définie (i.e, soit mesurable positive, soit intégrable). Et dans ce cas, on a

/honIF’—/hd]P’X, c’est a dire
Q R

/ ho X (w)P(dw) = / h(z)Px (dz)
Q R
Preuve. Voir Exercice 2 du devoir 2, avec ¢ = X et up =P. g

Conséquence. Soit X : (Q, F,P) — (R, B(R)) une v.a. de loi Px. Alors X est intégrable si et seulement
s1

/ |z|Px (dz) < oo
R

et alors E[X] = [ xPx (dz).
Généralisation : si h: (R,B(R)) — (R, B(R)) une fonction borélienne. Alors h(X) est une variable aléa-
toire. h(X) est P—intégrable si et seulement si h est Px—intégrable : [, |h(x)|Px (dz) < co et alors

E[h(X)] = / h(X)P = /R h(z)Px ().

Q

3.4.a) Exemples de calcul d’espérance
Espérance d’une v.a. discréte

Soit X une v.a. de loi Px = » , ;pids; ou I ensemble au plus dénombrable et x; € R. Alors X est
intégrable si et seulement si ), ; |x;|p; < 0o et dans ce cas

el
On remarque que si I’ensemble des atomes 2 de X est fini alors X est toujours intégrable.
Soit h : R — R mesurable, alors h(X) intégrable si et seulement si Y, _; |h(x;)[p; < oo et dans ce cas

E[A(X)] = h(xi)p:.
el
Exemple. 1. Si X = c est constance, alors E[X] = c.
1 n

2. Si X est équirépartie sur I de cardinal n, alors E[X] = = >"" | ;.

n

3. Si X ~ P(A) de loi de Poisson de paramétre A > 0, alors E[X] = A. En effet,
i~ 2k )kl
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Espérance d’une variable a densité

Soit X : (2, F,P) — (R,B(R)) une v.a. de densité f, alors X est intégrable si et seulement si E[|X|] =
Jg |z f(z)dz < oo et dans ce cas

E[X] :/Rmf(:l:)dm.

De plus, si h : R — R mesurable, alors h(X) intégrable si et seulement si [ |h(z)|f(z)dz < oo et dans ce
cas

E[h(X)] = / h(x) f(x)da.

R
Exemple. 1. Si X ~U([a,b]) de loi uniforme sur [a,b], alors X intégrable car bornée et E[X] = 2.
2. Si X ~ &(a) de loi exponentielle de paramétre o > 0, alors E[X] = 1.
3. Si X ~ C de loi de Cauchy de densité sur R donnée par f(x) = m, onaE[| X[ =2 [ mrde =

oo. La variable X n’est pas intégrable.

Quelques autres lois

Supposons que la loi de X soit la combinaison convexe de deux mesures de probabilité u et v : il existe
a € [0, 1] tel que
Px =ap+ (1 —a)v

alors

E[X] = a/:ru(da:) (- a) /:):y(dx).

Par exemple, Px = %52 + %11[0’1] (z)dz. X est une v.a. positive et

1 1 )
E[X] = /Rﬁ”x(dx) = 52 + 3 /H{$ﬂ[071}(:n)dx =7

De maniére plus générale, si la loi de X est une combinaison convexe d’une loi discréte et d’une loi a
densité,

Py = Zpi(smi + f(x)dx
i=1

ou p; > 0 et h fonction mesurable positive, tels que Y " | p;+ fR f(xz)dz = 1, alors la variable est intégrable
si Yoy pilei] + g |z f(x)de < 400 et dans ce cas

E[X] = Zpixi + /R:ch(:v)dx.
i=1

3.4.b) Inégalités importantes
Proposition 3.4.5 (Inégalité de Markov). si X wv.a. positive, alors pour tout t > 0

EX]

P(X >a) <
(X >a)< =4

Preuve. Si X positive alors al x>, < X et on conclut en prenant ’espérance. ]
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Exemple. Supposons que X v.a. de loi exponentielle de paramétre 1. Alors d’aprés 'inégalité de Markov,
pour tout a > 0,

1
P(X >a) < —.
a

Cependant, on sait que dans ce cas P(X > a) = e~ On voit que la borne 1/a est trés grossiére (loin de
la vraie valeur).

La proposition suivante est une conséquence directe de 'inégalité de Markov.

Proposition 3.4.6 (Inégalité de Tchebychev). Si X est une variable telle que E[X?] < +oo, alors pour

tout a > 0,

B(IX ~ ELX]| > @) < LX),

ot Var(X) = E[(X — E[X])ﬂ .

Proposition 3.4.7 (Inégalité de Jensen). Soient ¢ : R — R une fonction convere et X une v.a. réelle
tels que X et p(X) soit intégrables, alors

p(E[X]) < Efp(X)]
Preuve. Une fonction convexe est le sup de fonctions affines :
o(z) = sup {h(x) : h affine telle que h < ¢}.
Par linéarité et croissance de 'espérance, si h est affine avec h < ¢, alors h(E[X]) = E[h(X)] < E[p(X)].

On conclut en prenant le sup. O

Conséquence. On a
EX]* <E[X'], E[X]”<E[X?,
exp(AE[X]) < E[e™] pour A > 0,
max(E[X], ¢) < E[max(X, ¢)],

1
—— < E [X] si X positive.
Comme z — In(x) et x — min(X, c) est concave, on a alors
Eln(X)] <InE[X], et E[min(X,c)] < min(E[X],c).

On remarque que si ¢ est une fonction mesurable telle que ¢(E[X]) < E[¢(X)] pour toute v.a. X, alors ¢
est convexe (il suffit de prendre X de loi pd, + (1 — p)dy, avec z,y € R).

3.4.c) Identification de la loi d’une variable aléatoire par ’espérance

L’espérance d’une variable aléatoire, représentant juste la valeur moyenne de la variable, ne peut pas
caractériser la loi de la variable (il est facile d’imaginer que deux variables aient la méme moyenne sans
pour autant avoir la méme loi). On peut cependant utiliser I’espérance pour caractériser la loi d’une
variable.
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Théoréme 3.4.8. Soit X : (Q,F,P) — (RY, B(RY)) un vecteur aléatoire et yu une mesure de probabilité
sur (RY, B(RY)). Alors la loi de X est p si et seulement si l'un des conditions suivantes est réalisée
1. Pour tout A € B(RY), Px(A) =P(X € A) = u(A),
2. la fonction de répartition satisfait pour tout x = (x1,...,24) € R, en notant | — co,z] = ML ] —
oo, x|, Fx(z) =P(X; < x1,...,Xq < xq) = p(] — 00, 2]),

8. pour toute fonction h : R? = R continue a support compact positive,
Bh(X)] = [ hou(de).

Le théoréme reste vrai si on se restreint aux fonctions A de classe C'°° & support compact et positives.
Preuve. 11 suffit de vérifier la derniére équivalence. Il est clair que si les mesures sont égales, on a égalité
des intégrales.

Réciproquement, notons v la loi de X. Supposons que

Bb(X)] = [ how(do) = [ hla)u(da)

R
pour tout fonction h continue & support compact positive. Soit X € B(R?) un ensemble compact de R?.
On souhaite montrer que v(K) = pu(K). Malheureusement, la fonction h = 1 n’est pas continue et donc

on ne peut pas utiliser I’hypothése directement.
On introduit donc O un ouvert tel que K C O et 'adhérence de O est compact, et on note h la fonction

B d(z,0°)
Me) = e R + d@, 09

La fonction h est positive, bornée par 1, continue sur R?% & support compact car le complémentaire
O° = {x: h(x) = 0} et qui vaut 1 si et seulement si z € K. Par conséquent,

Ig < h(z) < lo.
On construit une suite décroissante d’ouverts O,, telle que lim,_, o, O,, = K. On peut prendre par exemple
O, = {az eR?:d(z,K) < 1/n},

ce qui donne en dimension 1, pour K = [a,b], O, =]a — 1/n,b+ 1/n].
Comme n — d(.,Of) est décroissante et u — u/(a + u) est croissante, la suite (hy) est décroissante vers
1x. Par convergence monotone (avec la suite (1 — hy,)n>0 positive croissante),
lim v(h,) =v(K) et lim p(h,) = pu(K).
n—oo

n—oo

Par hypothése, Vn > 0, v(hy) = pu(hy,). Donc pu(K) = v(K) pour tout compact K, donc les mesures sont
égales (I’ensemble des compacts engendre les boréliens et stable par intersection finie).
O

Le théoréme précédent est trés utile lorsqu’on cherche la loi d’une variable Y de la forme Y = ¢g(X) ou X
est une variable aléatoire de loi connue. En effet, on peut exprimer 'espérance d’une fonctionnelle de Y
via la loi de X : si h est mesurable bornée (ou mesurable positive, peu importe), alors

/ h(y)Py (dy) = E[(Y)] = E[h(g(X))] = / h(g(x))Px (dz).

C’est notamment trés utile pour trouver la loi de Y lorsque X est a densité sur R? et que 1’on peut utiliser
le théoréme de changement de variables.
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Exemple. Soit X une variable de loi de Cauchy. Cherchons la loi de Y = X . Il s’agit bien d’une v.a.
car transformation continue (et donc mesurable) d’une v.a.
Soit h une fonction mesurable positive, alors

1
E[R(Y)] = E[h(X1)] = /Rh(:ﬁ)wdx
— h(0)P(X < 0) + /0 b h(a:)Mdm
= h(O)% +/Rh(x)7r(l—1|—a:2)]l$>odx'
Par conséquent, Py = %50 + mﬂxwdx.

Cherchons maintenant la loi de Z = /1 + X2. Il s’agit bien d’une v.a. car transformation continue d’une
v.a. Soit h une fonction mesurable positive, alors

E[h(2)] = E[h(v/1+ X2)] = /Rh(\/l ) da

(1 + 22)
o0 1
= 2/0 h( \V 1 + $2)mdl’ par parlté
& 1 z
=2 h(z)— ——=d tilisant le ch td iabl =1 2
/1 (2) P o z en utilisant le changement de variables z +x
. 2
Par conséquent, Py = mh»dz.

3.4.d) Exercices sur ’espérance

Exercice 3.4.1. 1. Pour quelle valeur de a la loi de la variable aléatoire X a valeurs dans N donnée
e 22k

est bien définie ?

2. Soit Y une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre A > 0. Trouver la loi de

7. Y/2 si Y est pair,
Tl (1-Y)/2 siY estimpair.

3. Soit T une variable aléatoire de loi géométrique de paramétre p €0, 1[. On considére U = 4[T'/2] —
2T + 1 on [] désigne la partie entiere. Trouver la loi de U.

Exercice 3.4.2. 1. Vérifier qu’il existe une variable aléatoire X dont la fonction de répartition vaut
Fit)=(1+e Yt VteR.
2. Calculer la densité de X.
3. Onpose U =X, V = Tiocx<1) et W = X1y x<1y- Trouver les lois de U,V et W.

Exercice 3.4.3. Soit X ~ U([—1,3]). On pose Y = | X|. Trouver la fonction de répartition et la densité
de Y.
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Exercice 3.4.4. |Variable aléatoire mixte| Soit X une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans [0, 1]
et telle que P(X =0) = 1/4 et P(X = 1) = p et pour tout intervalle [a, b] C]0, 1[, on a

b—a
5

1. Déterminer p pour qu’on ait ainsi bien défini une loi de probabilité.

P(X € [a,b]) =

2. Exprimer la loi Py sous la forme Px = p1 + po ot ug est une mesure discréte et pg est une mesure
a densité.
3. Calculer la fonction de répartition de X.
4. Calculer 'espérance et la variance de X.
Exercice 3.4.5. Soit X une variable de loi exponentielle de paramétre o > 0. Exprimer la loi de ¥ =
X1 x~o. En déduire 'espérance de Y.
Exercice 3.4.6. Soit X une v.a. positive.

1. Montrer que

+o00o 400
E[X] = / P(X > #)dt = / [ — Fy(t)]dt.
0 0
2. Montrer que, E[X] < oo si et seulement s’il existe € > 0 (ou pour tout € > 0) tel que

Z]P’(X > en) < 0.

n=0
3. Montrer de méme que E[X] < oo si et seulement s'il existe € > 0 (ou pour tout € > 0) tel que

D 2"P(X > £2") < oo,

n>0

Exercice 3.4.7. Soit U une variable aléatoire de loi /(]0,1[). On considére X = [£] ot [-] désigne la
fonction partie entiére.

1. Montrer que X est une variable aléatoire discréte et donner sa loi.

2. Calculer la probabilité de I’événement {X > 100}.

3. La variable aléatoire X est-elle intégrable?

Exercice 3.4.8. Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy, i.e de densité

1

Calculer E[min(]X], 1)].

Exercice 3.4.9. En utilisant I'approximation de Tchebychev, combien de fois faut-il lancer une piéce
équilibrée pour que la moyenne du nombre de pile soit dans [1/2—0.1,1/2+0.1] avec probabilité supérieure
4 0.967

Exercice 3.4.10. Soient n > 1 un entier fixé et p1, p2, p3 trois réels positifs. On note

| ; ] —1—1 .. .
b= TGPy st
I 0 sinon.
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1. A quelle condition sur pi,ps, ps existe-t-il un couple (X,Y) tel que P(X =4,V = j) = p;; (ie, &
quelle condition (p; ;)i j>0 est une probabilité sur N x N).

2. Déterminer les lois marginales de X et de Y.

Exercice 3.4.11. Le couple aléatoire (X,Y) a pour densité, par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?,

f(z,y) = cyljg ()10 (y)-

—_

. Calculer la constante c.

[\)

. Trouver les densités marginales de X et de Y.

w

. Mémes questions pour
9(z,y) = c(z + 2y)e™* Lo foof(2) Lo 4oof(¥)-
4. Mémes questions encore pour

2+ 2zy + 4y2>

h(z,y) = cexp (— S

Exercice 3.4.12. Soit U = (X,Y) une v.a. dans R? de densité (z,y) — ce " ocjy|<a-
1. Quelle est la valeur de ¢?

2. Déterminer les lois marginales.

3. Quelle est la loi du vecteur (%, %) ?

3.5 Moments d’une variable aléatoire

3.5.a) Les espaces L?

Définition 3.5.1. Une variable aléatoire X : (Q, F,P) — (E, &), avec E = R, C ouR?, admet un moment
d’ordre p > 0 st

BIXP] = [ [X(@)PP() = [ [aPPx(do) < .
On définit l’espace des variables ayant un moment d’ordre p > 0 :
LP = LP(Q, F,P) = {X variables aléatoires sur (2, F,P) telle que E[| X|P] < co}.
Pour p = 00, on définit ’ensemble des variables p.s. bornées,
L = L2, F,P) = {X wvariable aléatoire sur (2, F,P) telle qu’il existe ¢ > 0: P(|X| > ¢) = 0}.
Pour X € LP, on introduit || X||, = E[|X[P]*? et pour X € L=, || X||s = inf {¢ > 0: P(|X| > ¢) = 0}.

Du fait de la convexité de & +— P pour p > 1, on déduit facilement que pour p € [1, +0o0], LP est un espace
vectoriel (en effet, (x + y)P < 2P~ 1(aP + yP)).

Exemple. 1. Si X =14 (variable de Bernoulli), alors X est a valeurs dans {0,1} et donc pour tout
c>1, P(|X]| >c) =0 et pour tout ¢ <1 P(X >¢) > 0. Donc X € L™ et | X = 1.
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2. St X de loi exponentielle de parametre a > 0. Alors X est a valeurs dans |0, +00] et pour tout p > 0,

X e LP, car
E[|X|P] = E[X?] = / 2Pae”™*dr = — < +o0.
0 ab

Par contre, X ¢ L, carVe >0, P(X > ¢) =e ¥ #0.

3. 51 X est une v.a. de densité de Cauchy : pour x € R, fx(z) = m, alors X ¢ L', car

e x
E[|X|] =2 ——dx =
1K) =2 [ e = 4o
On remarque cependant que pour p €]0,1[, X € LP.

Proposition 3.5.2. Une variable X est négligeable (X =0 p.s.) si et seulement si E[|X|] = 0.

Revoir ’Exercice 3.1.3 sur la notion de propriété presque-sir (p.s.).
Preuve. Supposons tout d’abord que X est négligeable : X = 0 presque siirement. On a P(X # 0) =0 et
comme min (|X|,n) < nlixxg}, on a

E[min (| X|,n)] < nP(X #0) =0

d’ott E[min (|X|,n)] = 0 pour tout n > 0. La suite de va X,, = min (|X|,n) est une suite croissante de va
positives qui converge vers |X|. Par le théoréme de convergence monotone, on a alors

E[|X[)= lim_Elmin(|X].n)] =0
Réciproquement, si E[|X|] = 0, alors pour tout n > 1, on a par l'inégalité de Markov
1
IP’<|X| > > < nE[|X]] = 0.
n

Par ailleurs,

tx0p= U x> o

n>1
I'ensemble {|X| # 0} est une union dénombrable d’ensembles négligeables, il est donc de mesure nulle. [J
Conséquence. Si X v.a. et A € F avec P(A) = 0, alors
E[X14] =0.
En effet, X1 4 est négligeable car {X14 # 0} ={w € Q: X(w)la(w) # 0} C A.

La relation X =Y est une relation d’équivalence. On note LP (resp. L>°) l'espace LP (resp. L) quotienté
par cette relation d’équivalence.

Propriété 3.5.3. 1. Inégalité de Cauchy-Schwartz : Soient X,Y € L? alors XY € L' et
[EXY]] < [[XY][1 < [[X][2][Y]]2-

1l y a égalité si et seulement si les variables X et'Y sont liés, i.e Ja,b € R tels que aX + bY est nul
D.8
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2. Inégalité de Holder : Soient p,q € [1,00] deux réels conjugués, i.e. tels que %+% =15 XY
deur variables sur (2, F,P) avec X € LP et Y € L%, alors XY € L' avec

XY < [[XT]pl[Ylg-
3. Inégalité de Minkowski : Soient p € [1,+o0] et X, Y deuz v.a. dans LP, alors
X +Ylp < [[X]|p + [Y]]p-

4. Pourp € [1,4+00], (LP,||.||p) est un espace vectoriel normé.

5. Théoréme de Riesz-Fischer : (LP,||.||,) est un espace vectoriel complet (i.e. espace de Banach)
pour tout p > 1, et L? est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (X,Y) = E[XY]

6. Sil<p<q< +oo, alors L C LY C LP C L. De plus p — ||.||, est croissante et limpy_,oo ||.||l, =
I-lloo-
Preuve.

1. Soit a € R, alors en développant le carré, on a
E[(a|X| +|Y])?] = a*E[X?] + 2¢E[| X Y]] + E[Y?].
Il s’agit d’un polynéme en a de degré 2 positif pour tout a € R, alors son discriminant est négatif
A' = E|[[XY]? - E[XYE[Y? <0

D’ou E[| XY ] < E[X?]'/2E[Y?]'/2. On savait déja que [E[XY]| < E[|XY]].
En utilisant, E[(a X +Y)?] = a®?E[X?]+2¢E[X Y]+E[Y?], on obtient juste [E[XY]| < E[X?]/2E[Y?]/2.
Il y a égalité lorsque le discriminant A’ = E|XY]? — E[X?]E[Y?] est nul, donc lorsque le polynéme
en a a une racine double. Il existe par conséquent ag € R, a9 X +Y =0 p.s.

2. Si||X||pl|]Y]lq = 0, alors I'un des termes est nul, par exemple || X||, = 0. Par conséquent X =0 p.s.,
ce qui implique que XY =0 p.s. et donc XY € L' et || XY||; = 0.
St{IX]p[[Y]lg > 0.

Lemme 3.5.4. Pour tous a,b >0, p,q > 0 avec % + % =1,

p q

aP b
ab < —.

Preuve. En effet, il existe s,t € R tels que a = e*/? et b = €!/P et par convexité de la fonction
exponentielle et du fait que 1/p+1/q =1,

<s t> 1, 1, a Ve
exp|—-—+- )< - +-e=—+—.
p g p q p q

O
En considérant a = % et b= ||‘}1//|‘|q et en utilisant le résultat du lemme on déduit que

XY 1 X1 Y]
IXTplYTly S pEIXP] g E[Y]]

On conclut en prenant I’espérance.
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3. Si||X + Y|, =0, I'inégalité est vérifice.
Sinon, en utilisant I'inégalité de Holder et 'inégalité triangulaire, il vient

IX +YIs = E[X + YP] <E[IX + Y~ (X] + [Y))]

< E[|X + Y|P—1\X@ + IE[[X + Yyp—l\yq

en utilisant Holder avec ¢ = Ll
p —_
<E[|X + VPP YPR[X PP + E[|IX + VP VPE]Y )
1X + Y5
<X + [V [p) ot
p I IX Y,

D’ou le résultat.

4. Conséquence de 3 et de la Proposition 3.5.2, dans le sens ot on a égalité entre deux variables aléatoires
siX =Y ps(ie, P(X#Y)=0).
5. Admis (Théoréme 9.3 et Corollaire 9.3 dans [BP06])

6. En exercice.

3.5.b) Variance, Covariance

Définition 3.5.5. Soit X € L?(Q0, F,P) a valeurs réelles. On définit la variance de X par
Var(X) = E[(X - E[X])?],

et l’écart-type par ox = /Var(X).

L’espérance correspond a la valeur moyenne d’une variable aléatoire. L’écart-type correspond a la distance
moyenne entre la variable et sa moyenne. C’est une mesure de dispersion. Par exemple, les mesures Py =
%5,1 + %51 et Py = %5,1000 + %61000 ont la méme moyenne égale a 0, mais la dispersion de la seconde est
bien plus grande que celle de la premiére.

Proposition 3.5.6. 1. Var(X) >0,
2. en développant le carrée, on a Var(X) = E[X?] — E[X]? (Formule de Koenig-Huygens),
3. Var(aX) = a?Var(X),
4. Var(X 4+ b) = Var(X),

5. Var(X) =0 si et seulement si X est constant p.s.

Définition 3.5.7. La covariance entre deuz variables X et Y dans L? est définie par
Cou(X,Y)=E[(X —EX)(Y —E[Y])] =E[XY] - EX]E[Y].

On remarque que la covariance est une application bilinéaire, Cov(X, X) = Var(X), Cov(X,a) = 0. Par
ailleurs, en développant le carré de la variance d’'une somme, on a

Propriété 3.5.8. Soient X,Y € L?, alors

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y),
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et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz,

|Cov(X,Y)| < v/Var(X)Var(Y).

Propriété 3.5.9 (Inégalité de Tchebychev). Soit X une variable dans L?, alors pour tout t > 0

Var(X)

B(IX — E[X]| > 1) < —;

Preuve.Utiliser I'inégalité de Markov. O

Définition 3.5.10. Soit X = (X1,..., X4)! un vecteur aléatoire colonne) dans L*. On appelle matrice de
covariance la matrice d X d
Ex = (Cov(Xi, Xj))1<i j<d-

On remarque que Lx = E[XX'] — E[X]E[X]' = E[(X — E[X])(X — E[X])]
La matrice X x est positive, symétrique et

a'Sxa = E[af(X — E[X])(X — E[X])'a] = E[(at(X . E[X])ﬂ

ot a' est le vecteur transposé. La matrice X x est définie si aucune combinaison linéaire des marginales est
p-s. constante.

3.5.c) Exercices sur les moments

Exercice 3.5.1. Soit X : (Q, F,P) — R une variable aléatoire. Calculer E[X], E[|X|], E[X?] dans les cas

suivants :
1. Px(dz) = %]1[_1,1] (x)dx;
2. Px(dz) = exp(— (2% — 2z)/4)dz/(Vev/4n) dz.
Exercice 3.5.2. Soit X une variable aléatoire réelle de densité
fx(x) = c(x]l[o’l} (7) + (2 — )1} g (x))
Déterminer la valeur de ¢ et calculer les moments p,(X) = E[X"], n € N*, de X.

Exercice 3.5.3. [Couple gaussien| Soit

2% + 20y + y2>

f(x,y):C’exp <_ 9

1. Pour quels a € R, la fonction f peut-elle définir la densité d’un couple (X, Y)? Déterminer alors la
constante C.

2. Déterminer les lois de X et de Y.
3. Calculer E[XY] et Var(X +Y).

Exercice 3.5.4. [Tirages avec remise| Soit X de loi géométrique de paramétre p €]0, 1] et soit n € N*.
1. On note Y = inf(X,n). Calculer E[Y].
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2. Une urne contient 2 boules rouges et 3 boules noires. On tire successivement, et avec remise a chaque
fois, une boule de I'urne et on cesse les tirages dés qu’une boule rouge est sortie. On désigne par Z
le nombre de boules noires obtenues pendant ’expérience. Calculer E[Z] et Var(Z).

Exercice 3.5.5. Soit X une v.a. positive de fonction de répartition Fx.

1. Soit ¢ une fonction positive strictement croissante de classe C'! sur [0, 4+o0[, nulle en 0. Montrer que

+o0
E[6(X)] = / &)1~ Fy(t)) dt.

2. Soit ¢ une fonction positive croissante avec ¢(X) est intégrable. Montrer que

lim @(t)P(X > t) = 0.

t——+o0

3. Expliciter le cas particulier ¢(t) = t", n € N*.

4. On suppose maintenant que pour ¢ assez grand, on a

P(X 1)< —

S fa
ou ¢ > 0. Montrer que X admet un moment d’ordre k pour tout k € N* avec k < a.
Exercice 3.5.6. Soit X une v.a. positive, ayant un moment d’ordre 2 fini. Soit « €]0, 1.
1. Montrer que (1 — @)E[X] < E[X1j4g[x],+o0[(X)].
2. En déduire que
E[X]?
E[X?2]

3. Appliquer cette formule & une variable X de loi exponentielle de paramétre A > 0.

P(X > oE[X]) > (1 — a)?

Exercice 3.5.7. [Moments et loi| Soit X une v.a. de loi normale A/ (0,1).
1. Déterminer tous les moments E[X"], n > 1, de X.
2. Trouver la densité fy de Y = eX et calculer les moments yu,(Y) = E[Y"], n € N*.

3. On note Yy, |a| < 1, la variable aléatoire de densité
fv, () = fy(z)(1 4+ asin(27 In(x))).
Calculer les moments p,(Y,) = E[Y'], n € N*, de Y.

4. En déduire une conclusion intéressante.

3.6 Fonction caractéristique

Définition 3.6.1. Soit X : (Q,F,P) — (R4 B(R%)) un vecteur aléatoire. On appelle fonction caracté-
ristique ¢x : R? — C la fonction définie pour t = (ty,...,tq) € R?

px(t) = B[00 = E[eiThant],

ot {.,.) est le produit scalaire euclidien sur R?.

On remarque que @y est bien définie pour tout ¢ € R? car ‘ei(t’X >‘ = 1 et donc intégrable.

Par ailleurs, si X est une v.a. réelle & densité, on retrouve la transformée de Fourier, généralement vue en
cours d’analyse,

Bl = [ e ot = 7(0) 5 )
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3.6.a) Théoréme de Fourier

Théoréme 3.6.2 (Admis). La fonction caractéristique caractérise la loi, i.e. si X,Y deuz v.a., on a
px = @y st et seulement st Py = Py.

Preuve. (Non fait en cours, car utilise le théoréme de convergence dominé qui n’a pas été introduit)
Preuve en dimension 1. Supposons que px = ¢y

Soit h € C.(R,R) continue & support compact. On remarque, en utilisant une approximation de 1'unité,
que par convergence dominée (pas encore introduit !)

h(x hm/ :z:—)\t d
27r>\\0
En effet,
2
h(z — Xt < 1P |oo LY(R
e N L

Exprimons maintenant E[h(X)] en terme de px :

E[h(X)] = / h(2)Px (dz)

R

:/R<217r/1\i{‘1(1)/Rh(x—)\t) f dt)Px(dx)

1 2
— lim (/ h(x — )\t) 1 dt)IP’X(dx) par CV dominée par ||h||e—s € L'(dt @ Px)
R

o N0 14 ¢2
— lim / / 2 ——————ds |Px(dz) par chgt de variable s = x — At
271' b T (z )2 7))t X\CP) pat cigh e vall -

2/\
—_ 1 - F 3 '.
=5 /\1\0/]R (/R e p— (dx))h(s)ds par Fubini

Par ailleurs, en décomposant en éléments simples 2X/(A? + (z — s)?), on a

2 1 1

AN+ (z—5)2 A—i(x—s) * A+i(z —s)

_ /°° e—(A—i(x—s))tdt+/oo o O File—9)t gy
0 0

_ / ei(m—s)te—ktdt + / e—i(z—s)te—)\tdt
0 0

_ / pila—s)t = Alt] gy
R

Par conséquent, par Fubini (voir justification plus bas),
E[h(X)] = - lim / / ie=5)t =AMt gt \ Py (d) ) h(s)ds
271 AN\0

- ixt —ist —Al|t|
5 )1\1{(%// </ Px( dm)) e Mdt h(s)ds

E[h(X)] = — lim h(s)/ ox (t)e Me st dids.
R R
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Par conséquent, E[h(X)] ne dépend que de h et de px. Si ¢x = ¢y, on en déduit que E[h(X)] = E[A(Y)]

pour tout h € C.(R,R) et donc Py = Py.
Justification de Fubini,

J.

car h est a support compact.
La réciproque est évidente.

=)t A (5)| Py (dz)dtds = / e_’\|t|dt/ [h(s)]ds < o0
R R

Proposition 3.6.3. Soit X un vecteur aléatoire de R? alors sa fonction caractéristique vérifie

2. px(—t) = px(t),
5 ex(0) =1,

Preuve. Evident.

Exemple. e Si X est discréte a valeurs dans S = {zy, k € K}, alors, en notant pr, = P(X = xy),
@X(t) — Z eitxkpk‘
keK

Si X ~ B(n,p), on a alors, par la formule du binéme de Newton,

n
n . _ .
k=0
e Si X a densité alors

apX(t):/Reme(a:)dx.

Par exemple, si X ~ N(0,1) alors

0= [ttt [ et do
= [ e =€ (& .
X NGT: V2

+2

On voit apparaitre l'intégrale de la densité de Y = Z 4 it ou Z ~ N(0,1) et donc px(t) =e™ 2.

On en déduit que si X ~ N (m,o?),

. 2 2
itm —Y2

ox(t) =¢€e"Te 2.

car X peut s’écrire sous la forme X = o0Z + m avec Z ~ N(0,1).
Si X ~ E(a) avec a > 0, alors

ox(t) = / e ety
0
-1 ) o0
— Oé|: e(azt):v:|

o — 1t 0
«

o —it
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3.6.b) Théoréme d’inversion de Fourier

Théoréme 3.6.4 (Inversion de Fourier, Admis). Soit X une v.a. de fonction caractéristique px. Si x
est intégrable sur R par rapport a la mesure de Lebesque, alors X admet une densité continue bornée
donnée par

1
(2m)d

Preuve.(Non fait en cours, car utilise le théoréme de convergence dominé qui n’a pas été introduit)
Preuve en dimension d = 1. Soit h € C.(R). Alors

E[h 71 —Altlg—ist gy q
h(X)) = - lim / / ()Nt et drds

_ % [ h(s) < /R goX(t)e“tdt>ds,

par convergence dominée et Fubini. En effet,

h(s)px (t)e e ™!

fx(x) = / e pox(t)dt  x e RY
Rd

< |h(s)|lox ()| € L (ds @ dt).

Exemple. Si X de loi de Cauchy de paramétre a > 0, on a

@X(t):/R(aemtdl‘.

m(a? + z?)

En décomposant a/(a? 4+ z?) en éléments simples on a

1 a 1 1 1 1 —als| ,—izs 1
= N = — ds € L (dz).
ma?+ x? 27r<a+i:c+a—ix> 27r/R6 c ° (dz)

Par conséquent, par le théoréme d’inversion de Fourier px (t) = el On remarque que cette fonction est
continue en 0, mais n’est pas dérivable.

Propriété 3.6.5 (Admis). Soit X une v.a. réelle de fonction caractéristique px. Si X admet un moment
d’ordre p € N* alors px est de classe CP et pour tout k < p,

@5 (0) = *E[X*

Réciproquement, si px est p fois dérivable en 0, alors X admet des moments d’ordre inférieur ou égal a
2[p/2].

La proposition est encore vraie en dimension quelconque.
Par conséquent, si px est suffisamment réguliére, on a

E[X] = —igx (0), E[X?] = -2 (0), E[X?] = ip$(0), ...

Exemple. La loi Binomiale X ~ B(n,p) admet des moments de tous ordres car a support fini. Par ailleurs,
on a

ox(t) = (pe" + (1 -p)"

donc en dérivant successivement, on obtient

E[X]=np, EXP=np+nn-1p* = Var(X)=np(l—p).
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3.6.c) Formulaire des lois classiques

e Lois discrétes usuelles

Loi Fonction de masse Moments ox(t)
Bernoulli B(p) px(1)=p,px(0)=1-p E[X] = p, Var(X) = p(1 - p) pe +1—p
Binomiale B(n, p) (Dt (1= p)" * 0<k<n | E[X]=np, Var(X) = np(1 — p) (pei* +1—p)"
it
Géométrique G(p) p1—p)F k=1 E[X] = %, Var(X) = 1p_2p ﬁ
Poisson P()\) e k=0 E[X] = A, Var(X) = A A =1)
Binomiale k=11 , e o,  r(1—p) pet "
Négative BN(r.p) ( r—1 ) PrA=p) k> ElX] = P’ Var(X) = p? 1—(1—p)eit

e Lois & densité usuelles

Loi Densité Moments px(t)
Uniforme U([a,b]), a < b LR E[X] = %t Var(X) = ©=2° e — e
a —1.,. = == =
’ ) b—a z€la,b] 2 15 zt(b—a)
Ezponentielle E(A), A > 0 e A1 E[X] = 1 Var(X) = 1 A
14 ) >0 - /\a - 22 \ — it
(e—p)2 _ 2,
Normale N (p,02), p € R, 0 >0 - 127r6 G E[X] = u, Var(X) = o? eibte— =5
AY L a—1_,—)Az @
H=x e M, by
Gamma G (o, A), @, A > 0 Tle) - E[X] =<, Var(X) = = ( ~ >
with D(a) = [ 2% e "dx A A A—it

Rappel X ~ N (u,0?) si et seulement si X = 0Z + p avec Z ~ N(0,1).

3.6.d) Exercices sur les fonctions caractéristiques

Exercice 3.6.1. Calculer les fonctions caractéristiques des lois classiques : bernoulli, géométrique, Bino-
miale, Poisson, uniforme sur un intervalle [a, b], Exponentielle, Gamma, Normale.

Exercice 3.6.2. Une variable aléatoire X suit une loi arithmétique s’il existe a > 0 et b > 0 tels que X
prenne ses valeurs dans le réseau a + bZ, c’est a dire :

P(X € {a+nb, n=0,+1,+2,...}) =1.

1. On suppose que X suit une loi arithmétique. Montrer qu'’il existe ¢ # 0 tel que |px(c)| = 1.

2. Réciproquement, s’il existe ¢ # 0 tel que |px(c)| = 1, on montre que X suit une loi arithmétique.
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3.

a) Montrer que si |@x(c)| = 1 alors 'argument de X est ps constant.
(a) q @ g p

(b) En déduire que X suit une loi arithmétique.

S’il existe ¢ # 0 et ¢ # 0 tels que |px(c)] = |px ()] = 1 avec ¢/c ¢ Q, montrer que X est ps
constante.

Exercice 3.6.3. [Dérivabilité en 0 de la fonction caractéristique]

On considére une variable aléatoire X de support Z \ {—1,0, 1} et loi donnée par

c’est-a-dire Px =

1.
2.

3.

4.
5.

Pn=P-n= TZGN\{O,].}, p—1:p0:p1:0

n?In(n)’

400 c

n=2 7ZTn(n) (0n, + d_p) (00 ¢ est une constante qu’on ne demande pas de préciser).

Justifier qu’on définit bien de cette fagon une loi de probabilité.

Montrer que la fonction caractéristique px de X s’exprime sous la forme

X 2¢(1 — 25in2(n
px(t) = Z 2l ng ln(n() t/2))‘
n=2

Soit, pour N > 2,

in%(n sin?(n
fn(t) = Z sin”(nt/2) gn(t) = Z M

tn2ln(n) ’ tn?1n(n)
2<n<N n>N

(a) Exprimer % a laide de fn(t) et de gn(t).

[t|N

(b) Montrer que |fn(t)| < 75-

(c) Montrer que |gn(t)] < m
Trouver une fonction t +— N (t) € [0, +oof telle que lim;—o fr () (t) = 0 et lim¢0 gy (t) = 0.

En déduire que ¢ est dérivable en 0 et formuler une remarque pertinente.

Exercice 3.6.4. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction caractéristique .
On dit que X est de loi symétrique si la loi de —X est la méme que celle de X, i.e. P(X € A) =P(—X € A)
pour tout A € B(R).

1.
2.
3.

Donner des exemples de loi symétrique.
Montrer que si X est de loi symétrique ssi ¢ est a valeurs réelles.
Soit Y une variable aléatoire de méme loi que X mais indépendante de X. Donner, en fonction de

p, la fonction caractéristique de X — Y. Que dire si X est symétrique ?

Soit U une variable indépendante de X et de loi P(U = 1) = P(U = —1) = 1/2. Donner, en fonction
de ¢, la fonction caractéristique de UX. Que dire si X est symétrique ?

Soient Y v.a. de fonction caractéristique ¢, Z v.a. de fonction caractéristique 9 et p € [0, 1]. Montrer
que pp + (1 — p)¥b est encore une fonction caractéristique (i.e., construire une v.a. de fonction
caractéristique py + (1 — p)v).
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3.7 Notion d’indépendance

On se place sur un espace de probabilité (€2, F,P).

Définition 3.7.1 (Indépendance d’événements). Deux événements A, B € F sont dits indépendants si

P(AN B) = P(A)P(B).

Une famille d’événements (A;)icr est dite (mutuellement) indépendante si Vp > 1, Viy,... i, € [
p
P(Ai, N...NA4;) = [[P4)
k=1

On remarque que si A et B sont deux événements, avec P(B) > 0, alors A et B sont indépendants si et
seulement si P(A|B) = P(A).

A\
Q Indépendance et disjoint sont deux notions bien distinctes.

Si A et B disjoints alors AN B = ) et donc P(AN B) = 0. A et B ne peuvent alors étre indépendants sauf
si I'un des deux est négligeable.

Définition 3.7.2 (Indépendance de tribus). Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Deuz familles M et
My d’ensemble mesurables sont dites indépendantes si VA € My et VB € My

P(AN B) = P(A)P(B).

Une famille quelconque d’ensembles mesurables (M;)icr est dite indépendante si pour tout A; € M;, i € 1,
la famille (A;)ier est mutuellement indépendante.

Propriété 3.7.3. Soit (A;)icr une famille de TI-systémes (ensembles stables par intersection finie), alors
(A;)icr sont indépendants si et seulement si (0(A;))ier sont indépendantes.

Preuve.

La réciproque est évidente : si les tribus engendrées sont indépendantes, comme A; C o(A;), on a (A;)ier
sont indépendants.

Il suffit donc de montrer I'implication directe.

Cas de deux ensembles
On suppose A; et Asy stables par intersection finie et indépendants.
Soit A1 € A;. On note

M = {AQ S 0'(./42) : ]P)(Al N AQ) = ]P)(Al)P(AQ)}

On a Ay C M. Par ailleurs, M contient €, est stable par différence (car (B\C)NA = (BNA)\(CNA))
et union croissante, donc c’est une classe monotone. M contient la classe monotone engendrée par Ay qui
est égale a 0(Ay) car Aj est stable par intersection finie (voir théoréme des classes monotones, Théoréme
3.2.10). Dot M = o(Ag).

De méme, pour As € o(A3), on définit

M = {Al S 0'(./41) : P(Al N Ag) = P(AI)P(AQ)}

Par la méme raisonnement, M’ est une classe monotone contenant A; et donc o(A4;), d’out M’ = o(Ay).
On en déduit que o(A;) et 0(Asz) sont indépendantes (car Ag était choisi de fagon quelconque).
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Cas général Soit p > 2, I, ... 1, € I.
On fixe A;, € A;, pour 2 < k < p et on considére

My = {Ail co(Ay) P4, N...N4;) = HIP’(Aik)}

Par classe monotone, M = o(A;,).
Soit A;, € 0(A;,) et on fixe A;, € A;, pour 3 < k < p. On considére alors la famille

My = {A’Lz S U(.Ail) 2P(Ai1 Nn... ﬂAip) = ﬁP(Azk)}
k=1

Par classe monotone, My = 0(A;,). On continue par récurrence et on montre alors que

p
P(Ai, 0. N Ay = [[P(4s)
k=1

pour tout p > 1 et A;, € 0(A;,) pour 1 <k < p. O

Théoréme 3.7.4. Soit (F;),c; une famille de sous-tribus de F indépendantes. Soit I = J,c 4 Lo une
partition de I (I, NI = O pour a # b) et on note G, = 0(User, Fi), alors (Ga),eyq sont des tribus
indépendantes.

Preuve. La tribu F; contient les informations portées par les événements constituant la tribu.
On note
Co={BeF:3Jfini Cl,:3A;€ Fj,j€J, B=nNjcsjA;}

Pour tout @ € I,, on a F; C C,, par conséquent U;er, Fi C Cq, C G,. Par ailleurs, C, est stable par
intersection finie. En effet, si B, B’ € C,, alors on peut écrire

BnB =40 4= () 4
jeJ jeJ’ jeJuJ’

avec A7 = Aj ou A’ selon que j € J ou j € J'. Par conséquent, 0(C,) = G, et par hypothése les C, sont
indépendants. On conclut a l'aide de la Propriété 3.7.3. O
Définition 3.7.5. On appelle tribu engendré par une variable aléatoire X la plus petite tribu rendant
Uapplication X : Q — (R, B(R)) mesurable, i.e.

o(X)={X"1(A): A€ BR)}
La tribu o(X) est la tribu qui contient toutes les informations liées a la v.a. X.

Définition 3.7.6 (Indépendance de variables aléatoires). Deuz variables aléatoires X et Y sont dites
indépendants si o(X) et o(Y') sont des tribus indépendantes, i.e. si VA, B € B(R),

P(X € AY € B)=P(X € A)P(Y € B).
Une famille de variables aléatoires (X;)icr est (mutuellement) indépendantes si leur tribus associées

sont indépendantes, i.e. Vp > 1, Vi1, ... i, € I, Ay, ..., A;, € B(R),

p
P(Xi € Aiy,.... Xi, € Ay,) = H]P)(Xik € Ay).
k=1
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3.7.a) Critéres d’indépendance

Proposition 3.7.7. Soit X = (X1,...,X4) un vecteur aléatoire. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes

1. les variables X1, ..., Xy sont mutuellement indépendantes,

2. la loi du vecteur X = (Xy,...,Xy) est la loi produit des lois marginales :
PX:PXl ®...®de.
3. Vx = (xl, Ce ,.’Bd) S Rd, Fx(fli) = ]P’(Xl < Tlyen. ,Xd < :L'd) = ngl FXk(xk);

4. pour toute fonction (hi)1<p<a mesurables bornées (ou positives)

d

Elh1(X1). .., ha(Xa)] = [ Elhe(X0)],
k=1

5 ox(t) = szl ox, (tx) YVt € RY ou px(t) = E[ei<t’x>] avec t = (t1,...,tq),
6. (cas discret) P(X; = x1,...,Xqg=x4) = szl P(X) = xx) Vo € RY,
7. (cas a densité) si la densité de X = (X1,...,Xq) est a variables séparables, on a

fx(z1,...,2q) = fx, (x1) ... fx,(xa)-

Preuve. 1. < 2. : Comme Iensemble des pavés engendrent B(R?) = B(R)®?, et est stable par intersection
finie, les marginales sont indépendantes si et seulement si pour tout pavé A = Ay X ... Ay

d
P(X1 € Ap,...,Xq€ Ag) = HIP’(Xk € Ap)
k=1

Or P(Xl €A,.... X, € Ad) = Px(A) et szl P(Xk S Ak) = ]P)Xl ®X...R IP)Xd(A).
Par conséquent, les marginales sont indépendantes si et seulement si Py et Px, ®...® Py, coincident sur
les pavés (i.e sur B(R?)). On conclut & I'aide du théoréme de la classe monotone (Théoréme 3.2.10)

2. < 3.: L’ensemble {B =] — 00, z1]x] — 00, 4], z; € R} est stable par intersection finie et engendre B(R?),
donc on conclut par le théoréme de classe monotone.

2. & 4. Si on suppose les variables indépendantes, par le théoréme de transfert, puis indépendance +
théoréme de Fubini,

d d
E[h1(X1). .. ha(Xq)] = /Rd hi(z1) ... ha(xg)Px(z1,. .., x4 H/hk 2)Px, (z1) = [ ] Elhe (X))
k=1 k=1

Réciproquement, il suffit de prendre hy, = 14, avec A € B(R).

1. & 5.,6. : les fonctions caractéristiques s’expriment comme des espérances de fonctionnelles de X et
caractérisent la loi.

1. < 7. : (en dimension 2) P(X € AY € B) = 3 4, pP(X = 2,Y = y) et par Fubini-Tonelli
P(X € A)P(Y € B) = cayes P(X = 2)P(Y =y).

L8 P(XeAYeB)= [, 5fixy (z,ydedy et P(X € A)P(Y € B) = [, fx(x)dx [ fy(y)dy. O
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Remarque. Si X etY sont indépendantes, connaitre les lois marginales suffit a connaitre la loi du couple
(X,Y), ce qui est faux en général.
Exemple. 1. Soit (X,Y) un couple de densité¢ fxy(v,y) = %]1[0,1]x[—1,2](33,y)- La fonction est a
variables séparables, il y a donc indépendance.
_ 2% 420y+5y2

2. Soit (X,Y) un couple de densité fixy)(v,y) = %e 6 . Il n’y a pas indépendance, car

Foexy(@,y) # fx (@) fy (y) on fx (@) = e /30) \/T5n/2 et fy(y) = e/ /3n /2.
3. Soit (X,Y’) un couple de densité f(xyy(7,y) = /x/ysi 0 <y < x <1 et 0 sinon. Les variables ne
sont pas indépendantes.

Propriété 3.7.8. Soit (X;)ier une famille de v.a.. Les variables sont mutuellement indépendantes si et
seulement si pour toute sous-partie finie J de I les variables (Xj);jcy sont mutuellement indépendantes.

3.7.b) Evénements asymptotiques

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité.

Liminf et Limsup d’ensembles

On considére (Ap,)nen une suite d’événements. Dans ce qui suit, il faut voir n € N comme le temps. On
introduit deux événements.

Définition 3.7.9. On définit
liminf A,, = U ﬂ Ap et limsup A, = ﬂ U Ag.
e n>1k>n noee n>1k>n

On peut mettre en paralléle les notions équivalentes pour les suites : Soit (uy)nen une suite réelle, alors
liminf,, o0 Up = SUP,>q infr>p vy et limsup,,_, o uy, = inf,>0 supys,, ux qui correspondent respectivement
aux plus petite et plus grande valeur d’adhérence (aussi appelé, point d’accumulation) de la suite.

On remarque que

liminf A,, C limsup A,
n—00 n—oo

<lim sup An> = liminf A{.

n—o00 n—00
Preuve. soit n fixé de fagon arbitraire. On a (., Ax C Ap pour tout p > n, donc (N, Ak C U=y 4p
pour tout m € N et donc (.5, Ak C N>1 Upsim Ap = limsup,,_,, A, et on conclut facilement. O

Remarque. Soit (A, )nen une suite infinie d’événements.
1. Siw € liminf,, o Ay, alors In > 0, Vk > n, w € Ag. Par conséquent, w € liminf,, ., A, signifie
a partir d’'un certain rang, tous les A, sont réalisés (i.e., tous les A, sont réalisés sauf un nombre
fini) .
2. Siw € limsup,,_, An, alors Vn > 0, Ik > n, w € Ai. Par conséquent, w € limsup,, .., A, signifie
une infinité de A,, sont réalisés.
Propriété 3.7.10. Soit (A )nen une suite d’événements. On a

liminf 14, = Liminf, 04, €t limsupla, = limsup, , A,
n—00 n—00

Preuve. 11 suffit de le faire pour limsup. On a w € limsup,,_,., 4y si Vn, 3k > n, tel que w € Ag, ie Vn,
dk > n 14, (w) =1, soit inf,,>g supy~,, L4, (w) = 1, soit limsup,, ,,, 14, (w) = 1. L’équivalence est claire. OJ
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Tribus du futur et tribu asymptotique

Définition 3.7.11. Soit (Ay),5, une suite de sous-tribus de F (Vn >0, A, C F et Ay tribu). On appelle
tribus du futur, pour n € N,

"=o¢o UAk

On appelle tribu asymptotique la tribu

= () A™

n=0

Exemple. Si on lance une infinité de fois une piéce et X,, est le résultat du n®™ lancer. Si A, = o(X,,)
représente le présent, alors A" = o(X} : k > n) contient toutes les informations de ce qui se passe aprés
Iinstant n : le futur, et A contient les événements asymptotiques.
Exemple. Soit (Xp), -, une suite de variables aléatoires. On pose A, = o(X5).

e On considére I'événement A = {X,, passe une infinité de fois par 0}. On a

A={Yn>13k>n: X, =0} = | {Xs =0} =limsup {X,, = 0}.

n=0k>n

On va montrer que A € AP pour tout p > 0.
Soit p > 0 fixé. Pour tout n > p, on a s, {Xx = 0} € A?. Comme la suite (U, { Xk = O})n>0
est décroisante, on a ()51 Ugsn {Xk = 0} =5, Upsn { Xk = 0}. Par conséquent, pour tout p > 0,

limsup {X,, =0} € AP,
ie. limsup {X, = 0} € A>. L’événement A est un événement asymptotique.
e On considére maintenant 1'événement B = {les X, sont bornés par M}. On a

B ={vn>0,|Xa| < M} = () {|Xul <M} = {|Xo| <M} () {|Xu] <M}

n=0 n>1

Cet événement n’appartient pas a la tribu asymptotique en général car {|Xo| < M} ¢ A" pour
n>1, car A" = o(Xp, Xnt1,...).

e On considére I'événement C' = {la suite (X,),>1 converge}. On a

C = {la suite (X, )n>0 est de Cauchy}
={Ve € Q" AN 20,Vn > N,q=0:|X,, — Xnsq| <€}

= ﬂ U m {[Xn — Xntql <e}

56Q+ N>0n>N
>0

Soit p > 0 fixé. On a {la suite (X,,),>0 converge} = {la suite (X,4p)n>0 converge}, par conséquent

ﬂ U ﬂ {1 X0 — Xnyql < e}

e€Qt N2pnzN
q/O
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Cependant, (1,5 v 450 {[Xn — Xn+q| < e} € AP pour tout N > p, donc

U () {1Xn — Xuggl <} € A7

NZ=2pn>N
q=0

Par stabilité par intersection dénombrable, C € AP pour tout p > 0, et donc C € A°.

Théoréme 3.7.12 (Loi du 0-1 de Kolmogorov (Tout ou Rien)). Soit (Ay),, une suite de sous-tribus
indépendantes. Alors la tribu asymptotique est triviale, i.e.

VA€ A P(A) =0 ouP(A) = 1.

Conséquence. Soit (X,,)p>1 une suite de variables (mutuellement) indépendantes. On pose A, = o(X,,).
Les tribus sont indépendantes. Alors comme les événements précédents A et C' sont asymptotiques, on a
P(A) =0ou 1 et P(C) =0 ou 1. Par conséquent, soit p.s. la suite passe une infinité de fois par 0 soit p.s.
la suite passe un nombre fini de fois par 0. De méme, soit p.s. la suite (X,,),>1 converge, soit p.s. la suite
ne converge pas.

Preuve. On va montrer que A% est indépendante d’elle-méme.

En effet, si A est indépendante de A%°, alors tout événement A € A est indépendant de lui-méme :
P(A) =P(ANA) =P(A)? et donc P(A) =0 ou 1.

Soit n > 0.

On rappelle que A" = U(U,@n Ay), donc A" est indépendant de (T(Up<n Ap).

Comme A® =, 4 A™, on a A C A". A est donc indépendant de O'(Up<n .Ap> pour tout n > 0.
Par conséquent, A est donc indépendant de |, a(Up <n .Ap).

L’ensemble C = Un>0 O‘(Up<n Ap) est stable par intersection finie. En effet si A, B € C, il existe n, m tels
que A € U(Up<n Ap) et B e a(Up<m Ap>, par conséquent AN B € O'<U Ap) cC.

A étant stable par intersection finie, on en déduit que A et o(C) sont indépendantes.
Par ailleurs, pour tout p > 0, A, C C et donc Up>0 A, CC.

'p<max(n,m)

Comme A>® C A% = O’(Up>0 Ap) C 0(C), on en déduit que la tribu est indépendante d’elle-méme. O

3.7.c) Lemmes de Borel-Cantelli
Ce sont des lemmes trés important en probabilité. L'un est trivial et 'autre est plus subtile.

Théoréme 3.7.13 (Lemme de Borel-Cantelli 1). Soit (A,,)n>0 une suite d’événements telle que

Z P(A,) < oo,
n=0

alors P(limsup,,_, An) = 0. Par conséquent, seul un nombre fini d’événements A,, sont réalisés.

Preuve. On rappelle que limsup A, = (1,51 Ug>,, Ak La suite (U,@n Ak)n>1 est décroissante, donc

P(limsup 4,,) = lim P U A

n—0o0
k>n
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Par ailleurs, P(ngn Ag) < > kon P(Ag). Comme la série - ° (P(A,) converge, son reste converge vers 0
et donc P(limsup 4,) = 0. O

Théoréme 3.7.14 (Lemme de Borel-Cantelli 2). Soit (A,)n>1 une suite d’événements indépendants

telle que
D P4
n=0

alors P(limsup,, ., An) = 1. Par conséquent, ps. une infinité d’événements A, sont réalisés.

Preuve. On a P(limsup A,) = 1 — P(liminf A%). Comme la suite (5, Ai)n>1 est croissante, on a

P(liminf AS) =P | ] () 4%

n20k>n
= lim P( (1) 4%
n—o0
k=n
m m
= lim lim P ﬂ A7 | car ﬂ Af = m ﬂ (intersection décroissante)
n—00 M—r00
k= k>n m>n k=n
m

= lim lim P(Af) par indépendance
n—0o0 m%ook “n

m

= 5t 11 (=P

Or comme 0 < 1 —2 < e ® pour z € [0,1], on a [[;-, (1 —P(A4y)) < exp(—> ., P(A4g)). Comme
> ns1 P(An) = 400, on a pour tout n > 1, 372 P(Ag) = 400, et donc on en déduit que

(hm inf AS )

n—oo

3.7.d) Exercices sur I'indépendance

Exercice 3.7.1. Montrer que la fonction ¢ — cos” ¢t (t € R,n > 1 entier) est une fonction caractéristique.

Exercice 3.7.2. 1. On considére une variable X de loi exponentielle de paramétre o > 0.
Vérifier que la loi exponentielle satisfait la propriété d’absence de mémoire, ie

Vs, t >0, P(X>t+sX>s)=PX >1t).

2. Soit X une variable positive a densité satisfaisant la propriété d’absence de mémoire. Montrer que
X est de loi exponentielle dont on précisera le paramétre.

Exercice 3.7.3. [Couple aléatoire] Soit f(z,y) = Ce~*(14¥*) définie pour (z,y) € RT x R.

1. Calculer C pour que f soit la densité de probabilité d’un couple aléatoire (X,Y).
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2. Exprimer les lois marginales.
3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4. Les variables aléatoires X, Y ont-elles une espérance ? Si oui, les calculer.

A
5. Reprendre avec f(z,y) = xTy]lWl]l%@éw

Exercice 3.7.4. [Min et max| Soient X1,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes de méme
fonction de répartition F. On note U = minjg;<p X; et V = maxi<i<n Xi.

1. Calculer les fonctions de répartitions de U et V' a 'aide de F.

2. Si F admet une densité f, montrer que U et V admettent des densités et les calculer.

Exercice 3.7.5. |[Exponentielles|] Un appareil électronique est composé de n éléments (montés en série)
dont les durées de fonctionnement sont indépendantes et de lois exponentielles.

1. Déterminer la loi de la durée de fonctionnement de I'appareil.

2. Quelle est la probabilité que le composant n°: soit responsable de la défaillance ?

Exercice 3.7.6. |Limites inférieure et supérieure| Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. On considére
une suite d’ensembles mesurables (A4, ),eny C F et on note

limniann = U ﬂ A,,, limsupA, = ﬂ U A,

neNmz2n neNm>=n

1. Montrer que P(liminf A4,) < liminf P(4,) < limsupP(4,,) < P(limsup 4,,).
n n—-+00 n—+o0o n
2. On dit que la suite (A;,)nen est convergente si lim inf,, A,, = limsup,, A,. Montrer que si la suite est
croissante (respectivement décroissante) alors elle est convergente et

lim A4,, = U A, (respectivement lim A, = ﬂ Ap).
n n
neN neN

3. Montrer que si la suite (Ay)nen est convergente, on a la propriété de continuité de la mesure :
P(lim 4,) = lim P(A,).
n

n—-+0o0o
Exercice 3.7.7. [Comparaison de limite supérieure et inférieure d’ensembles et de v.a.] Soit (X, )nen une
suite de v.a. réelles définies sur un espace mesurable (2, F).
1. Comparer les ensembles {lim sup,, X,, > 1}, limsup,, {X,, > 1},{limsup,, X;, > 1} et limsup,, {X,, > 1}.
2. Comparer les ensembles {liminf,, X;, > 1}, liminf, {X,, > 1},{liminf, X,, > 1} et liminf, {X, > 1}.
Exercice 3.7.8. [Tribu asymptotique| On considére (X,,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur
I'espace de probabilité (2, F,P).

1. On définit alors la suite (Sy)n>0 par So =0et S, = X1+ ...+ X,
Vérifier que 4g = {X,, — 0}, 41 = {limsup,,(X,) < +oo} et Ay = {(%) converge dans R} sont
des événements de la tribu asymptotique F>° associée a (Xp,)n>1.

2. On suppose maintenant que les variables X, sont indépendantes.
(a) Que peut-on dire de P((X,,) converge )7

(b) On suppose que X,, converge P—presque surement vers une variable X. Que peut-on dire de
X7
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Exercice 3.7.9. [Lemmes de Borel-Cantelli] Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires de méme loi.
Soit p>1etc>0.

1. Montrer que si E[|Xo[P] < oo, alors P(limsup,,{| X,| > en'/?}) = 0.
2. Montrer la réciproque dans le cas indépendant.
Exercice 3.7.10. |[Poisson composé| Soit (X;,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme

loi et dans L?. On considére N une variable aléatoire indépendante de loi P() et on pose Y = Zf\i 1 Xi
(on convient que la somme est nulle si elle est vide).

1. Calculer I'espérance et la variance de Y.
2. Déterminer la fonction caractéristique de Y.
3. Reconnaitre la loi de Y lorsque X1 ~ B(p).
Exercice 3.7.11. |Quotient d’exponentielles| Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de
méme loi exponentielle £(1). On note Z = 5+ et U = In(X), V = —In(Y).
Exprimer P(Z < t) a l'aide des variables aléatoires U et V.
Montrer que la densité de U est donnée par fi(z) = exp(xz — e%).
En déduire la densité de V.
Montrer que U + V' admet pour densité fyiy(z) =
Calculer P(Z < t).

—x

_€e - _
(14+e—=)2"

A

Exercice 3.7.12. [Sommes de variables aléatoires| Soient les variables aléatoires indépendantes X et Y.
Calculer la loi de la somme X + Y lorsque

1. X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p).
2. X ~P(\) et Y ~P(u).
3. X ~N(m,o%) et Y ~ N(n,72).
4. X ~ Gamma(p, \) et Y ~ Gamma(g, A).
Indice : pensez a la fonction caractéristique.
Exercice 3.7.13. [Box-Muller| On considére un point (aléatoire) M du plan cartésien. On note (X,Y)

ses coordonnées cartésiennes et (R, ©) ses coordonnées polaires. Montrer que X, Y sont indépendantes de
méme loi N'(0,1) ssi R? et © indépendantes avec R% ~ £(1/2) et © ~ U([0, 27]).

Exercice 3.7.14. [Loi beta| Soient a,b > 0. Désignons par Z,, Z, deux variables aléatoires indépendantes
de lois respectivement Gamma(a, 1), Gamma(b, 1).

1. Trouver la densité du vecteur aléatoire (U, V) = (Za + Zy, fozb)

2. Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes ?
(On remarquera que V' suit une loi beta B(a,b)).

Exercice 3.7.15. |Bernstein| Soient X et Y deux v.a. indépendantes de méme loi.

1. Montrer que si X et Y sont deux variables normales centrées réduites alors X +Y et X — Y sont
indépendantes.

2. Théoréme de Bernstein. Réciproquement, on suppose que X et Y sont de carrés intégrables et que
X 4+Y et X —Y sont indépendantes. On veut montrer que X et Y sont deux variables normales.
Pour cela :
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(a) Montrer qu’on peut supposer que X et Y sont centrées et de variance 1.

(b) Montrer que ¢, la fonction caractéristique commune de X et de Y satisfait 'égalité : p(2t) =

p(t)p(-1).

) En utilisant la continuité de ¢ en 0, en déduire que ¢ ne s’annule nulle part.

) On pose ¥(t) = p(t)/p(—t). Montrer que 1(2t) = 1 (t)2.

(e) En étudiant le comportement de ¢ au voisinage de 0, en déduire que ¥ (t) =1 Vt € R.

(f) En déduire que o(t) = e~t*/2,
Indication : On pourra montrer que v(t) = Inp(t) de classe C2 et calculer v(0), v'(0), v"(0).
Puis montrer que t € R et p € N, v"(t) = v"(t/2P).

Exercice 3.7.16. |Retours en zéro, Borel-Cantelli] Soit p €]0, 1[ avec p # 1/2.
Soit (X, )n>1 une suite de v.a. indépendantes de méme loi que X avec P(X = 1) =pet P(X = -1) =1—p.
On considére la marche aléatoire Y,, = Z?:l X; et Yy =0.
On considére A,, = {Y;, = 0} un retour en zéro.
1. Que représente I’événement lim sup A, 7

2. Montrer que P(limsup A,) = 0.
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Chapitre 4

Différentes notions de convergence et
théorémes limites

On se place sur un espace de probabilité (€2, F,P). On considére une suite de v.a. (Xn)n>0 et X une
variable aléatoire a valeurs dans (R?, B(R?)). On note |.| la norme euclidienne dans R?.

4.1 Rappels sur les ensembles négligeables

Définition 4.1.1. On dit qu’une partie N de § est un ensemble négligeable pour P (P-négligeable) s’il
existe A € F tel que N C A et P(A) = 0.

Propriété 4.1.2. Une union au plus dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Preuve. Soit (Ny,)n>0 des ensembles négligeables. Alors il existe pour tout n > 0, 4,, € A tel que N,, C A,,.
Comme J,,50 Nn C U5 An et U509 An € A avec

P(U An> <Y P4
n=>0 n=0

et P(A,) = 0 pour tout n > 0, donc | J,,5o Vn est un ensemble négligeable. O

On dit qu’'une propriété P est vraie P-presque surement (P-p.s. ou encore juste p.s.) si ’ensemble des
points de £ ou elle est fausse est P-négligeable, i.e. {w € Q : P n’est pas satisfaite} est P-négligeable.

Remarque.
e Soit X une v.a. réelle intégrable, i.e. E[|X|] < +oo. Alors X est finie p.s.
o Une variable X est négligeable (X =0 p.s.) si et seulement si E[|X|] = 0.
o St X v.a. et A€ F avec P(A) =0, alors E[X1 4] = 0.

4.2 Convergences trajectorielles

4.2.a) Convergence presque-sire

Cette notion est proche de la convergence simple pour les fonctions, cependant exiger d’avoir Vw € €2,
Xpn(w) = X (w) n'est pas nécessaire en probabilité.
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Définition 4.2.1 (Convergence p.s.). Une suite de v.a. (Xp), 5, converge vers X p.s. s’il eviste N € F
tel que P(N) =0 et
Vwé¢ N, Xp(w) — X(w).

n—-+00

On note X, LEND'S

n—oo

Remarque. 1. Si X,, 2% X, alors
n—oo

P( lim_Xn=X)=1,
car, en reprenant les notations de la définition, N¢ C {w € Q : lim,,y 40 Xy (w) = X(w)} et P(N€) =
1.

2. X, = (X1 X4 B5 x — (X1, XY siet seulement siVk e {1,...,d}, Xk 2% X*

n—oo n—o0

Exemple. On se place sur (2, F,P) = ([-1,1], B([-1,1]), %]1[_1,1]d)\) et on consideére les variables X, (w) =
w™.

On remarque que pour w €] — 1, 1[, (X, (w))n>0 converge vers 0, pour w = 1, la suite converge vers 1 et la
suite ne converge pas pour w = —1.

Comme A({—1,1}) = 0, la suite converge ps. et sa limite est ps égale & X = 0.

Proposition 4.2.2. X,, 25 X si et seulement si Ve > 0, P(limsup,, {|X,, — X| > }) = 0.
n—oo

Preuve. Supposons que X, n%o X. Il existe N € F tel que P(N) =0 et Vw ¢ N, X,,(w) — X(w). Soit
e > 0.

Si w € limsup, {| Xy — X| > e} = N,50 Upsn {1Xn — X[ > ¢}, alors il existe une infinité de n tels que
| Xn(w) — X (w)| > ¢, ce qui implique que la suite X, (w) ne converge pas vers X (w). Par conséquent
limsup,, {|X,, — X| > e} C N, et donc P(limsup,, {|X,, — X| >¢}) =0.

Supposons que Ve > 0, P(limsup,, {|X;, — X| > ¢}) = 0.

On pose N = [, limsup, {|X;, — X| > 27P}. N est un ensemble négligeable comme union dénombrable
d’ensembles négligeables.

Soit w ¢ N. Alors Vp > 0, w € liminf, {|X,, — X| < 27P}. 1l existe n,, tel que Vk = n,,, | Xp(w) — X (w)| <
27P. Par conséquent, pour w ¢ N, lim, 4+ X (w) = X(w). O

Corollaire 4.2.3. Si pour toute >0, > o P(|Xn, — X[ > ¢) < +00, alors la suite (Xy),5, converge vers
X p.s.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le premier lemme de Borel-Cantelli avec A,, = {|X,, — X| > ¢} pour avoir
Ve > 0,

P(limsupﬂXn - X| > 5}> =0.

Proposition 4.2.4. On suppose les variables (Xn)n>0 mutuellement indépendantes.
La suite (Xp)n>0 converge presque surement vers 0 si et seulement si Ve >0, 37 - P(|Xy| > ¢) < +oo0.
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Preuve. 11 suffit de montrer I'implication dans un sens (car 'autre découle du résultat précédent).
Supposons qu'il existe € > 0 tel que ), - P(|Xy| > €) = +o0. Les événements A, = {|X,| > ¢} étant
indépendants, par le second lemme de Borel-Cantelli on a P(limsup,, {|X,| > €}) = 1. Donc (X;,),,-, ne
converge pas vers 0. Contradiction.

Remarque. La preuve de la proposition précédente ne fonctionne que si la valeur de la limite est nulle
(ou une constante) pour pourvoir utiliser l’indépendance des A,,.

g

Proposition 4.2.5. Soit (€5),,, une suite de réels positifs telle que ), ~oen < +00. Si
> P(Xny1 — Xu| > n) < +ov,
n=0

alors (Xp), 5o converge p.s.

Preuve. D’apreés le premier lemme de Borel-Cantelli, on a P(limsup {|X,+1 — X,| > en}) = 0.

On remarque que X, = Xg + Zz;é (Xg+1 — Xg).

Soit w € liminf {| X, 11 — X,| < &,}, alors il existe n,, > 0 tel que pour tout k > ny,, |Xpr1(w) — Xp(w)| <
Ek-

Comme la série de (en),,5( converge, la série D ;o (Xg11(w) — Xi(w)) est absolument convergente. Donc
(Xn(w)) converge pour tout w € liminf {| X, +1 — X,,| < &,}, qui est de probabilité 1. La suite converge
p-s. ]

On énonce maintenant quelques propriétés immédiates :
Propriété 4.2.6. Soit (X;),~, une suite de v.a..
1. SiX, &5 X et X,, 25V, alors X =Y p.s. (unicité p.s. de la limite).
n—o0 n—oo
2. 8i X, 25 X et f:RY = RY continue, alors f(X,) 2> f(X).
n—00 n—00

3. Si X, =Y, p.s. pour tout n > 0, alors X, P2 X si et seulement si Y, PiX.

n—oo n—oo

Preuve. En exercice. O

4.2.b) Convergence dans L”

Soit p € [1, 00][.
On rappelle que l'espace LP est I’espace vectoriel des v.a. X telles que | X |P intégrable, muni de la norme

1
111, = EXP)".
Définition 4.2.7. Soit (Xn)n>0 une suite de v.a. de LP. On dit que la suite converge dans LP vers X,
noté X, =5 X, si lim | Xn — X[, =0, c’est a dire
n—oo n—oo

lim E[|X, — X[P] = 0.

n—-+o0o

Remarque. 1. Si X, ~> X alors lim E[| X, "] = E[|X|?].
n—+00

n—oo
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2. X, = (X! ... X% H%OX:(Xl,...,Xd) ssi Xk n%oxk, Vk e {1,...,d}.

8. Quand p =1, on parle de convergence en moyenne et quand p = 2 on parle de convergence quadra-
tique.

4. Une conséquence de l'inégalité triangulaire est l'unicité de la limite, au sens p.s..

Proposition 4.2.8. Soit (X,),, une suite de v.a. de L. Si X,, L X, alors X, N Xpour tout p < q.

n—o0

Preuve. Si p < ¢, on utilise I'inégalité de Holder avec p’ = % et ¢ tel que 1% + % =1.0na

E[| X, — X]P] =E[| X, — X x 1] < E[|X,, — X’q]p/q w1

Liens entre convergence p.s et convergence dans L”

Théoréme 4.2.9 (Théoréme de Beppo-Levi, aussi appelé convergence monotone).
Soit (Xy),cn une suite croissante de v.a. positives . Alors

lim E[Xn]:E[ lim Xn].

n—-+00 n—-+00

Le Théoréme de Beppo-Levi est bien adapté aux suites croissantes de v.a., cependant cette hypothése est
trés restrictive. Si on enléve I’hypothése de croissance alors ’existence de limite n’est plus assurée. On
peut alors travailler avec la limite inférieure, qui elle est toujours définie.

Théoréme 4.2.10 (Lemme de Fatou).
Si X, suite de v.a. positives (X, >0 Vn > 0) alors

E[liminf X,,] < liminf E[X,].
n—oo

n—oo

Preuve. Posons X = liminf X, = sup inf X.

n—-+oo n>0 k=n
La suite de v.a. Y, = inf X}, est croissante. Par le théoréme de Beppo-Levi, on a
=>n

E[ lim Yn} = lim E[Y,].

n—-+4o0o n—-+o00

Cependant, on remarque que lim Y, =supY, = X et donc
n—-+oo n>0

E[X] = lim E[Y,].

[X] = lim E[Y,]

Par ailleurs, pour tout n > 0, on a Y, < Xp, donc E[Y,,] < E[X,]. La suite (E[X,]),~, n'a pas forcément
de limite, mais sa limite inférieure existe toujours. Par passage a la limite inférieure on obtient,

liminf E[Y,] < liminf E[X,].
n—-+00

n—-+o0o

Le terme de gauche admettant une limite, on a liminf E[Y,,] = lim E[Y,]. Par conséquent, le théoréme
n—-+oo n——+00

est prouvé. O
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Théoréme 4.2.11 (Théoréme de convergence dominée).
Soit p > 1. Soient (Xn)n>0 et X des v.a. avec X,, 2> X. Sl existe Y wva. positive telle que

n—o0

Vn>0,|X,|<Y P—psetY e€LP,
alors Xy, € LP et (Xp), 5o converge vers X dans LP.

Remarque. Ce théoréme existe en théorie de la mesure générale. La preuve est identique et il se formule
de la fagon suivante.

Soit (E, A, 1) un espace mesuré, avec p une mesure positive.

Soient (fn),so et f des fonctions mesurables a valeurs réelles telles que

fa(z) — f(z) pour u—presque tout x € E.

n—-4o00

On suppose qu’il existe une fonction positive g intégrable telle que
Vn = 0,|fu(z)] < g(x) p—presque tout x € E.

Alors pour tout n > 0, f, est intégrable et

n—-+o0o

lim /\fn—f\duzo.

Par conséquent, on a

i [ = i [ s

Preuve. Considérons le cas p = 1. Le cas général p > 1 est une conséquence, en utilisant Y? & la place de
Y.
Supposons tout d’abord que la convergence de (X,,), oy vers X a lieu partout et que I'inégalité | X, (w)| <
Y (w) est vraie pour tout w € E.
On pose Y, = 2Y — | X, — X|. Alors (Yy,),,cy est une suite de v.a. positives. D’aprés le lemme de Fatou,
on a

2E[Y] < liminf E[Y,,] = 2E[Y] — limsup E[| X, — X|]

n—+00 n——+00

Comme E[Y] < 00, on déduit donc que limsup E[| X, — X|] < 0 et donc

n—-+o0o

lim E[|X, — X|] = 0.

n—-+4o00o
Comme [E[X,, — X]| < E[|X,, — X|], on a donc

lim E[X,] =E[X].

n—-+o0o

Dans le cas général, on introduit N ensemble négligeable tel que Yw ¢ N ligl Xp(w) = X(w) et pour
n—-+0o0o

n > 0 N, ensemble négligeable tel que Yw ¢ N,, | X, (w)| < Y(w). On définit M = N U (U, Ny,,). Comme
M est une union dénombrable d’ensembles négligeables, M est négligeable. Soit A € F tel que M C A et
P(A) = 0. On définit Z,, = X, 1 4c et Z = X1 gc. Pour tout w € 2 on a

lim Z,(w) = Z(w) et |Zp(w)] <Y(w).
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D’apreés ce qu’on vient de démonter, on a donc

lim E[|Z, - Z|] = 0.

n—-+o0o

On conclut en remarquant que Z,, = X,, p.s. et Z = X p.s.. Comme E[X,, — X] = E[Z,, — Z], le théoréme
est prouvé. O

Exemple. Soit (Xp), -, une suite de v.a. indépendantes de loi
P(Xy =2p) =pn, P(Xp=0)=1-py,

avec p, €]0,1[ et x,, > 1.
La variables étant indépendantes, la suite (Xn)n>0 converge p.s. vers 0 si et seulement si Ve > 0,

Zn;O ]P)(‘Xn‘ > 5) < 00, soit anopn < 00.
La suite (Xy,),,5, converge dans L vers 0 si et seulement si E[| X, [’] = ppal, — 0.
- n—oo

Par conséquent,

. P
—sipn:n%etxnzl,alorann%OOetXnL—>0pourt0utp>1,

— sip,=2""et x,=2" 0onalX, n%)o 0 et (Xn)n>0 ne converge pas dans L1,

1
— sipp,=1/netz, =1 onaX, Lhoet (Xn),>o ne converge pas ps vers 0,

. .S Lt .
— sip, =1/n? et 1, =n,on a X, n%O 0, X, — 0, mais (X,),5, ne converge pas dans L2

4.2.c) Exercices
Exercice 4.2.1. Démontrer la Propriété 4.2.6.

Exercice 4.2.2. Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi gaussienne N'(0,1). On rappelle que E[eX!] = ¢!/2. On note pour n > 1

n
Sn=X14+...+ X,, Mn:exp(Sn—§).
S,

1. (a) Etudier la convergence presque stire de (22

(b) Que dire de (M,)n>17?

2. La convergence de (M,),>1 a-t-elle lieu dans L' ?

)n>1 et préciser la limite.

Exercice 4.2.3. On considére la suite de variables aléatoires (X,,)n>1 telle que

1 1
P(Xa=0)=1-—5 et P(Xp=cn)= 5,

oll ¢, > 0 pour chaque n =1,2,....

Montrer que P ZXn <oo | =1
n=>1

(Indice : Utiliser le lemme de Borel-Cantelli.)

Exercice 4.2.4. |[Théoréme de Weierstrass|
Le théoréme de Weierstrass est le suivant
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Soit f une fonction continue sur [a,b]. Il existe une suite (P,) de polynémes convergeant
uniformément vers f sur [a, b].

Soit f une fonction continue sur [a, b].

1. Soit # € R et X,, une suite de v.a. & valeurs dans [a, b], d’espérance x et de variance o2 (z). Montrer
que si 02 (z) converge uniformément vers 0 sur l'intervalle [a, b], alors E[f(X,,)] — f(x) quand n — oo
uniformément sur [a,b].

2. On considére f continue sur [0, 1]. Déduire le théoréme de Weierstrass de la question précédente.
Indic : considérer X,, = % (Y1 + ...+ Y,) avec Y; indépendantes de loi B(x).

3. Comment étendre le résultat précédent & n’importe quel intervalle [a, b] ?

Exercice 4.2.5. [Loi forte des grands nombres dans le cas L%

1. Soit (Xy)n>1 une suite de v.a. réelles indépendantes et de méme loi telles que E[X;] = 0 et E[X{] <
00.
Montrer que % (X1 4+ ...+ X,) converge presque stirement vers 0.

2. Montrer que dire si les v.a. X;, ne sont plus de méme loi mais sup,,>, E[X1] <o00?

4.2.d) Convergence en probabilité

L . . b
Définition 4.2.12. Une suite de v.a. (Xn)n>0 converge en probabilité vers X, noté X, 1%1 X ou X, i>
= n—00

X, st pour tout € > 0,
lim P(|X,, — X|>¢)=0.
n—oo

Proposition 4.2.13. X, = (X1,..., X% 7% x = (x',..., X%) ssi Xk "% X vk e {1,...,d}.
n—0o0

n—oo

. b
Preuve. Si X, o X, alors pour tout € > 0,

n—oo

P(XF - X* > ¢) <P(|X, — X| > ¢)

1/2
car |X£ = XM < |X, - X| = (S, X5 - xH2)
Supposons maintenant que X]j pibf Xk Vke{l,...,d}.Ona

n—o0

{IX,—X|>etc | {|X,’§—X’“| >s/\/ﬁ}

1<k<d

En effet, si pour tout k € {1,...,d}, | X} — X*| < ¢/V/d alors | X, — X| < e.

Par conséquent,

P{IX, — X >eh) <P| |J {1X5-x¥>e/Vd)

1<k<d

<

d
F XM > 2V,
k:1IP’<\Xn XF| > ¢/ d)

Par hypothése, on en déduit donc que lim,_,~ P(| X, — X| > ¢) = 0. O
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Remarque. St X, ]ﬁ)baX et X, prot

TLOO

Y, alors X =Y ps.
Preuve. Soit ¢ > 0, | X = Y| < |X — X,,| +|X,, — Y| et donc on a

B(X ~ Y| > ) < lim (B(X, — X| > =/2) + B(|X, ~ Y| > =/2)) =

Comme P(X #Y) =P(Uys; [ X = Y| > 1/k) =0, on en déduit X =Y ps. O
Proposition 4.2.14. Soit f : R? — R? continue. Si X, probo X, alors f(Xy) probo f(X).

4) n—oo
Par conséquent, si X, pib)a X et Y, probe Y alors X,, + Y, pib)a X+Yet XY, probe XY, si (an)n>0

b
suite de nombres réels tels que o, — a, alors X, + oY, — IO X + aY, etc..
n—

Preuve. On utilise 'uniforme continuité de f sur les compacts.
Soit € > 0 et a > 0 fixés. On restreint la fonction f au sous-ensemble compact de RY : {:L‘ eRe: |z| < }
Il existe n = n(e,a) > 0 tel que Va,y avec |z| < a, |z —y| < n, on a |f(z) — f(y)| < e. Par conséquent

{IX] <a} n{Xn = X| <} C{[f(Xn) = fF(X)] <e}.
Par passage au complémentaire, on a

{If(Xn) = F(X)] > e} C{IX] > a} U{| X0 — X[ > n}.
Par conséquent

limsup B(|f(X) — £(X)| > £) < E(IX| > a) + lim B(X, — X| > n) = B(X| > )

n—oo

Comme X est une va & valeurs dans R? (finie), par convergence monotone lim, s, P(|X| > a) = 0 et donc
P(|f(Xn) — f(X)| > €) = 0 quand n — oo. O

Proposition 4.2.15 (Convergence ps ou L! vers convergence en probabilité).
Si (Xn) 5o converge vers X p.s ou dans L alors (X,),,5 converge en probabilité vers X.

Preuve. Soit € > 0.
Supposons que X, 2% X. Ona
n—oo

P(|Xn — X[ >¢e) = E[Lx,_x|>¢)-

La variable 1|y, _x|>. est dominée par 1 et converge ps. vers 0, on conclut par convergence dominée.

1
Supposons que X, Ly X, Alors par l'inégalité de Markov,
n—0o0

E[| X, - X
B(IX, - X > ) < =X

qui tend vers 0 quand n — +o0. ]
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Exemple. Soit (Xp), -, une suite de v.a. indépendantes de loi
P(Xn =2n) =pn, P(Xn=0)=1-py,,

avec pp, €]0,1[ et 2, > 1. On a P(|X,,| > ¢) = p, Ve €]0,1].

proba . . .
Pour p, = 1/n et x, =n, on a X,, — 0 mais X,, ne converge ni ps ni dans L.
n—o0

Proposition 4.2.16 (Convergence en probabilité vers convergence ps).
Si (Xn)n>0 converge en probabilité vers X alors il existe une sous-suite (Xp, )., qui converge ps vers X.

Preuve. Pour tout k > 0, on a lim, . P(|X,, — X| > 2=*+1) = 0. Il existe donc ny € N tel que pour tout
n = ng, P(X, — X| > 2~ kD) L ok+1,
On peut supposer que la suite est strictement croissante, car si nj convient, alors ng + 1 convient aussi.
Par conséquent, pour tout k € N,

]P’(]X — X | > 2—’f) < IP’(\XMH ~X|> 2—(’f+1>) + P(\Xnk ~X|> 2—<k+1>) <27k,

Nk+1

La série Y P(|X

NEg+1
ps.

L. .8 roba roba .
On note Y sa limite. Comme X, 2% Y ona X, Y. Or X, PO X car sous-suite de (Xn)nso0-
n—o00 n—o00 n—o00 =

Par conséquent, Y = X ps. O

- Xn,| > 2*’“) converge, donc d’aprés la Proposition 4.2.5, la suite (Xnk)k>0 converge

proba . . . . . .
Remarque. X,, — X si et seulement si de toute sous-suite on peut extraire une sous-suite qui converge
n—oo

ps vers X.

Preuve. Si X, % X, il suffit d’utiliser la proposition précédente. Réciproquement, on raisonne par I’ab-
n—oo

surde. Si X,, ne converge pas en proba vers X, alors il existe ¢ > 0 et a > 0 tel que Vn > 0 dng > n

tel que P(|X,, — X| > €) > a. On construit ainsi une suite strictement croissante d’entiers telle que

P(| X, —X| > €) > a. Par hypothése, on peut extraire une sous-suite Xn; qui converge ps vers X et donc

en probabilité. Mais c’est incompatible avec Vk € N P(| X, — X| > ¢) > a. O

4.2.e) Uniforme intégrabilité

Définition 4.2.17 (Uniforme intégrabilité). Une suite de v.a. (Xy),~; intégrables est dite uniformément
intégrable (ou équi-intégrable) si
lim sup E[|X,[1)x, |>q] = 0.

a—0o0 n>1

Remarque. e Une suite (Xn)n>1 bornée par une v.a positive Z intégrable est uniformément intégrable.
e Un n-uplet de v.a. (Xy)requ,.. ny intégrables est uniformément intégrable.
e Considérons deuz suites (Xp)nen €t (Yp)nen avec |Xy| < |Yu| pour tout n € N. Si (Yi)nen est

uniformément intégrable, alors (X, )nen est uniformément intégrable.

Preuve.
e Supposons que | X,| < Z, alors [ X,|1|x,sq < Z1 2>, et donc

SUEE[‘Xn|]l|Xn|>a] < E[Z]IZ>CL]‘

n>=

=

On conclut en utilisant le théoréme de convergence dominée.
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e Le n-uplet est dominée par la variable Z = >")'_, | X}| qui est intégrable.

e On utilise le fait que | X, |1|x,|>q < [Ya|l}y,|>q pour tout n € N.

Définition 4.2.18. On dit qu’une suite (X, )n>0 est bornée dans LP s’il existe M > 0 tel que

sup E[| X, |P] < M.

n=0

Remarque. Si la suite (X, )n>1 est uniformément intégrable, alors elle est bornée dans L'.
Par contre, avoir une suite bornée dans L' ne suffit pas pour qu’elle soit uniformément intégrable. En effet,

babilité 1
X, = {n avec probabilité 1/n

on a E[|X,|| =1 et sup, E||X,,|1 =1 pour tout a > 0.
0  avec probabilité 1 —1/n (] Pn “ nl lX"|>a] P

Preuve. En effet, soit € > 0, il existe a > 0 tel que sup,,~q E[[Xn\]l‘ana] < . Par conséquent,

sup E[| Xn[] = sup (E[1Xnll)x,<a) +E[|Xnllx,5a)) < a+e.
nz

n=0

0

Proposition 4.2.19. Si (Xn)n>1 est une suite de variable de L' telle qu’elle soit bornée dans L' pour
un € > 0, alors (Xp),, est uniformément intégrable.

Preuve. On remarque que | Xp|1|x, |sq < |Xn|%]l|Xn|>a < L|X,['¢. Par conséquent,
1 1+e
SupEUXn‘]l\ana] < - SupE[‘Xn| ]7
neN a” neN
qui converge bien vers 0 quand a — oo. g

Remarque. Si X € L', alors Ve > 0, 3n > 0 tel que si A € F avec P(A) < n alors E[|X|14] < ¢.

Preuve. En effet, par convergence dominée, & € > 0 fixé, on a pour a assez grand E[|X|]1|X|>a] <e/2et
donc

E[|X|14] = E[|X|1ang x|<a}] + E[I XL angx|>a}]
< aP(A) +¢/2.

Par conséquent, pour tout A € F avec P(A) < ¢/(2a), on a E[| X|14]) < e. O

Ce résultat se généralise pour les suites uniformément intégrables.

Proposition 4.2.20 (Critére d'uniforme intégrabilité). Une suite de v.a. (Xy),», est uniformémement
intégrable ssi

« Ve >0, 3n > 0 tel que pour A € F avec P(A) <n on a E[|X,|14] < e pour tout n > 1, et
o sup,>1 E[| X,|] < .
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Preuve. =] Supposons (Xn)n21 est uniformémement intégrable. On sait déja que la suite est bornée dans
L'

Soit € > 0, il existe a > 0 tel que sup,,>; E[|Xn’ﬂ|Xn|>a] <eg/2.

Soit A € F, on a pour tout n > 1

E[| Xn|14] = E[|Xn|Tangx,1<a}] + E[XnlLangx,>a}]
< aP(A) +¢/2.

11 suffit de choisir n = ¢/(2a).
[<= Soit € > 0 et 7 tel que pour tout A € F avec P(A) <non a E[|X,|14] <e Vn > 1.
On pose M = sup,,»; E[|X,|]. D’aprés I'inégalité de Markov, on a

M
Par conséquent, pour a assez grand on a P(|X,,| > a) < n et donc pour tout n > 1

E[\Xn]]1|xn|>a] <e.

La suite est bien uniformément intégrable.
0

Proposition 4.2.21 (Critére de Vitali). Soit (X,),, une suite de v.a. intégrables. Il y a équivalence
entre

1. (Xn)ysy converge dans L',

2. (Xn),s1 est uniformément intégrable et (X,), -, converge en probabilité.

Preuve.(partielle) 1. = 2. On sait déja que la convergence dans L' implique la convergence en proba.
Notons X sa limite qui est dans L'. On va utiliser la proposition précédente pour montrer que la suite
est uniformément intégrable. Soit € > 0, il existe ng > 1 tel que pour tous n > ng, E[|X,, — Xo|] < &/2.
Soit A € F, alors pour n > ng, on a

E[|Xn[Ta] < E[[ Xy — Xo[Ta] + E[[Xo[1.4]

g
— + E[|Xo[14]

<
2

Par conséquent, sup,,>,,, E[|X,|14] < § + E[|Xo|14] et donc

£
2

9
sup E[| Xn[La] < 5 + sup E[|Xk[L4]

n>1 0<k<ng

En prenant A = €2, on obtient sup,,»; E[|X,|] < co et comme (| Xy|)o<k<n, est uniformément intégrable, il
existe n > 0 tel que si P(A) < 7 alors supgcjcp, E[|Xk|14] < /2. On en déduit que (X;,) est uniformément
intégrable.

2. = 1. Comme (X,,) converge en probabilité vers X, on peut extraire une sous-suite (ng) qui converge
p.s.. D’aprés le lemme de Fatou, on a

E[|X|] = E[liminf | X,,, |] < iminf E[|X,,, |] < supE[|X,]|] < cc.
n

il

Copyright © Héléne Guérin; Université du Québec & Montréal; 3 décembre 2024. 105



MAT7070 : MESURE ET PROBABILITES - CONVERGENCES Draft

Donc X € L1
Soit € > 0. On a

E[| X, — X] 5+E[’Xn_X‘]1|anXI>E]

<
< e+ E[|1Xn[x,—xise) +E[X|Lx,—xp>e]

Comme (X, X, )n>1 est uniformément intégrable, il existe n > 0 tel que si P(A) < n, on a pour tout n > 1,
E[|X,|1a] <e et E[|X|14] <e.

Comme la suite converge en probabilité, il existe ng > 1 tel que pour tout n > ng, P(|1X,, — X| >¢) <n.
Par conséquent pour tout n > ng, E[|X,, — X|] < 3¢. La suite converge bien dans L'. g

4.2.f) Critéres de convergence

Les critéres de type Cauchy sont parfois bien utiles pour établir la convergence d’une suite sans avoir a
expliciter la valeur de la limite.

Proposition 4.2.22. Soit (X;,),>, une suite de v.a. a valeurs dans R, Alors

1. (Xn),s; converge presque sirement ssi Ve > 0,

lim ]P’(sup | Xk — Xn| > 8) =0.

n—oo k>1

2. (Xn),>1 converge en probabilité ssi Ve > 0,

lim sup P(| X, — Xpn| >€) =0.

3. (Xn)ps1 une famille de v.a. de LP converge dans LP ssi

lim supE(|X,4+x — Xn|’) = 0.

n—oo k}l

Preuve. 3. Le dernier point est juste le théoréme de Riesz-Fisher : 'espace LP est complet.

1. Regardons la convergence p.s.. Si (X,),>1 converge p.s., la suite est ps. de Cauchy. Par conséquent,
SUpPgs1 | Xn4r — Xn| converge vers 0 p.s. quand n — +oo et donc en probabilité, d’ou le résultat. Réci-
proquement, on pose Yy, = sup, .~ | X}, — Xg| qui est décroissante en n et minorée par 0, donc converge
ps. vers une v.a. notée Y. Par ailleurs d’aprés I'inégalité triangulaire Y, < 2supgsq |Xpir — Xy| ce qui
implique que (Y},),>1 converge en probabilité vers 0 et donc Y = 0 ps. La suite (X,,),>1 est par conséquent
p.s. de Cauchy et donc converge p.s. par complétude de RY.

2. Regardons maintenant la convergence en probabilité. Si (X}, ),>1 converge en probabilité, comme | X, —
Xn| < | Xpak — X|+ | X — X, 0on a

B Xk — Xa| > €) < B([Xpap — X| > £/2) + B(IX,, - X| > £/2) < 2supB(| Xy, — X| > ¢/2)

k>n

Le majorant convergeant vers 0, on a la premiére implication. Supposons la réciproque, on construit une
suite strictement croissante (n,) d’entiers telle que

sup P(| Xy, — Xp,| >279) <277
k>1
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En particulier, IP’(|an+1 — X, | > 2_‘1) < 277 et par conséquent la sous-suite (an) converge p.s. et donc

en probabilité vers X. On a alors,
P(| X, — X| > e) < P(| Xy — X, | > /2) + P(| Xy, — X| > £/2)

>1

Les deux termes de droite convergent vers 0 et donc la suite converge en probabilité.

4.3 Convergence en loi

Soit (Xy),,5o une suite de v.a et X une v.a. a valeurs dans R?

<
<s sup P(| X g1k — Xq| > €/2) + P(|X,, — X| > £/2).

On note Cp, ’ensemble des fonctions continues bornées R — R et C. I’ensemble des fonctions continues a

support compact R¢ — R.

Définition 4.3.1. La suite (Xn)n>0 converge en loi vers X si pour tout fonction f € Cy continue bornée

lim E[f(Xn)] = E[f(X)].

n——4o00

Loi
On note alors X, =% X,
n—oo

On dit aussi que la suite de mesure (uy,) converge étroitement vers p, ot p, = Px, et p=Px :

Vf € Cy, /fdun — /fdu.

—+00

Remarque. On peut définir la convergence en loi de (Xn)n>0 vers X sans que les variables soient définies

sur le méme espace de probabilité.

Prop051t10n 4.3.2 (Admis). Soit H C Cy tel que C. C H (adhérence pour la norme ||.||oo0)-

On a X, —> X si et seulement si
n—oo

vieH, lim E[f(X,)]=E[f(X)].

n—-+o0o

Remarque. La continuité de f est essentielle, dans la convergence en loi. En général, méme si (X,)

converge en loi vers X, P(X,, € A) = E[14(X,,)] ne converge pas vers P(X € A), pour A € F.

Théoréme 4.3.3. On a équivalence entre
1. (Xn)pen converge en loi vers X,
2. Pour tout fermé F, limsupP(X,, € F) <P(X € F),
3. Pour tout ouvert O, liminf P(X,, € O) > P(X € O),

4. Pour tout borélien B € B(R?) tel que P(X € B\ B) =0,

<
>

lim P(X, € B) =P(X € B).

n—o0

ssi Vt € R point de continuité de la fonction de répartition Fx, lim, o F¥x, (t)

=:lix(t)
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Preuve.(Partielle)

1=2

2& 3
24+3=14

45

Soit F un fermé de R?. Pour k > 1, on considére les fonctions

1

fil@) = (1+d(z, F)F

Ces fonctions sont continues, bornées par 1. La suite décroit vers 1 g (z). Par conséquent, pour k > 1,

limsup P(X,, € F') = limsupE[1¢(X,,)] < limsup E[fx(X,)] = E[fx(X)].

n—oo n—o0 n—oo

Par ailleurs, par convergence dominée, E[fx(X)] converge vers E[17(X)] = P(X € F) quand k — co.
On en déduit que limsupP(X,, € F) < P(X € F).

Par passage au complémentaire.
OnaéCBCE, alors

P(X € B) < liminf P(X,, € B) < liminf P(X,, € B)
< limsupP(X,, € B) < limsupP(X,, € B) < P(X € B)

Dans le cas ol IP’(X € B\ B) = 0, on en déduit que
P(X € B) = liminf P(X,, € B) = limsupP(X,, € B).

On considére B = | — oo,t]. Si Fx est continue en ¢, alors IP’(X € E\B) =P(X =t) =0. La
convergence en loi implique donc la convergence des fonctions de répartition au point t.

Réciproquement, on considére f € C2°, alors pour tout z € R,

fa) = [ fode= [ ron .
Par Fubini (f est bornée car a support compact), on a
BUCO = [ SO wx®]Xdt = [ 700~ Fx()ds
Comme I’ensemble des points de discontinuité de Fx est au plus dénombrable, Fx, — Fx A—pp sur

R.

En effet, par le théoréme de convergence dominée (car |f/(t)(1 — Fx, (t))| < |f'(t)| € L*(R,dt) car
frec),

n—o0

lim E[f(X,)] = /Rf’(t) Tim (1 - Fy, (1)) Xdt = E[f(X)].

On conclut en utilisant le fait que C° est dense dans C..

Los

Proposition 4.3.4. Si X, Lo X et g : R = R une fonction continue, alors g(X,) == g(X).
n—oo

n—oo
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Preuve. Soit f : R? — R une fonction continue bornée, alors f o g : R? — R est continue bornée. Par

ailleurs, E[f(9(X,))] = E[f 0 g(X,)]. On conclut en utilisant le fait que X, Lot X, O
n—o0

Corollaire 4.3.5. Si X,, = (X}, ..., X4 =% Lot X = (X1,..., X%, alors pour toutk € {1,...,d}, Xk Lot
—}OO n—o0

Xk

Attention : La réciproque est fausse!

Exemple. Soit X de loi P(X =1) = P(X = — ) = 1/2. On pose Xn =X bi n est pair et X, = —X

si n impair et Y, = X pour tout n. Comme x = '~ X,onaX, =2 XetY, =2 X pour tout n > 1, et

donc X, %) XetY, % X. Par contre (X,,Y,,) ne converge pas en loi vers (X, X), car sinon X,, +Y,
n o0 n o0

convergerait en loi vers 2X. Or X, +Y,, = 2X si n est pair et 0 si n impair (de méme X,Y,, =1 ou —1
selon la parité de n).

. N . Loi L. N . .
Théoréme 4.3.6. La convergence loi X,, — X est équivalente a la convergence simple des fonctions

n—oo
caractéristiques.
Preuve.(en dimension 1.)
Si X, Lo X. Comme fi = € est Cp, on a de facon évidente la convergence simple des fonctions
Caracte?l:tciaueb.
Si les fonctions caractéristiques convergent simplement. Soit f : R - R une fonction CZ°. Alors sa
transformée de Fourier f(t) = [ e f(x)de € L'(R,B(R),\) car f” = [etrf(z)dr = —t2f(t)

(par intégration par parties, la fonction étant & support compact) et || 7" lloo < |1f”]1, ce qui implique
ft ) = 0(1/t%) € L'(R, dt).

Par le théoréme d’inversion de Fourier,

fuazgi/?4mﬂww.

Par conséquent, par Fubini,
1

BIf(X,)) = 5 [ Bl (0

et on conclut par convergence dominée. O

Théoréme 4.3.7 (Paul Lévy). On considére une suite de fonctions caractéristiques (pn),~o de v.a. Xp

réelles. On suppose que pour tout t € R, lim,,_, ©n(t) = @(t) ot ¢ est une fonction continue en t = 0.

Alors il existe une v.a. X telle que ¢ soit sa fonction caractéristique et X, Lok x.
n—oo

Liens avec les autres convergences

pmba X alors X, —> X.

n—}oo n—o0

Proposition 4.3.8. St X,

Attention, la réciproque de la proposition est fausse. Reprenons I’exemple précédent. Soit X de loi P(X =
1) = P(X = —1) = 1/2 et considérons la suite X,, = X si n est pair et X,, = —X si n impair. Alors
P(|Xnt1 — Xn| > ¢) =P(2|X| > €) = 1 pour tout € < 1.
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Preuve. Soit t € RY fixé. On a

lox, () — ox(t)] < B[] — ™| = IE[

Qit(Xn—X) _ 1” < E[min(2, [¢]| X, — X|)].

En effet, e — 1| < 2et |e — 1| = |i [} e**ds| < |x.
Soit € > 0, comme 1 =1 x, _x<c + ]]-|an)(|>€7 on a

elt|P(| X, — X| <¢e) +2P(|X,, — X]| > ¢)
elt] + 2P(| Xy, — X| > €)

lox, (1) — ox ()] <
<

Par conséquent, limsup,,_, |¢x,, (t) — ¢x(t)] < €|t| pour tout € > 0. Il suffit de faire tendre € vers 0 pour
conclure. ]

Proposition 4.3.9. Soit c € RY. Supposons que les variables X,, sont construites sur le méme espace de
oba

probabilité et que X, H c. Alors X,

’I’L*)OO

Preuve.(en dimension 1). Soit € > 0.

P(|X, —c|>¢e)=P(X, <c—¢e)+P(X,, >c+e)
< Fx,(c—e)+1—Fx, (c+e).

Comme e > 0, la fonction de répartition F,. de la constante ¢ est continue en ¢ + ¢ et ¢ — . Comme
X, H ¢, alors Fy,(c —¢€) = F.(c—¢) =0et Fx,(c =¢) - F.(c+¢) =1 quand n — oo. Donc
hmn_mo P(|X,, — X| > ) = 0 pour tout € > 0. O

Lemme 4.3.10 (Lemme de Slutsky). On considére deuz suites (Xn),~q €t (Yn),so de variables aléatoires

avec

Loi proba

X, — X e Y, — c
Alors on a la convergence en loi du couple (X,,Y,) — Loy (X, c).
n—oo

Preuve. La fonction caractéristique de (X, ¢) est oy ¢ (t,s) = @x (t)e*. Soit € > 0. On a
0019 = ey 8. 8)] = [E[6 (6% — )] 4 (e — X))

EHeisYn _ eiscH + }E[(eitXn . eitX)”
= els| + P(|Yy — ¢| > &) + |ox, (1) — ox(t)].

b
Comme Y, 22" ¢ et X, =% X on a limsup ‘go Xo, Vo)t 8) — o(x C)(t,s)} < ¢|s| pour tout € > 0. On
n—oo In s
conclut en faisant € — 0. O
. b
Conséquence. Si X, Lob X et X, — Y, 2220, alors Y, —> X.
7’L—>OO n—>oo

En effet, d’aprés le lemme précédent (X, X, —Y, ) Lot

fonction continue.

(X 0) et Y, = f(Xpn, Xn—Y,) avec f(u,v) =u—v
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Exemple. Soit X,, des v.a. de loi géométrique de paramétre respectif G(\/n) avec A > 0. La suite X, /n
converge en loi vers la loi exponentielle £(A).
En effet, la fonction caractéristique de X, est

Par conséquent,

Aeit/n
n

1= (- 2y

Px,/n(t) = ¢x,(t/n) =

B A
T on(eit/n —1) £\

Or
n(eﬂ't/n — 1) =n(cos(t/n) — 1) —insin(t/n) — —it quand n — oo.

Par conséquent, ¢x, /n(t) = A/(A —it). Xy /n converge vers la loi exponentielle quand n — oo,

4.4 Reésumé des liens entre les différentes convergences

Convergence dans L*

4

Convergence dans LP, p > 1

4

Convergence dans L'

\

Convergence p.s. =  Convergence en probabilité = Convergence en loi

4.5 Exercices sur les différentes convergence

Exercice 4.5.1. [Convergence en probabilité]
Soit (Xp)n>1, X et Y des v.a. réelles avec (X,,),>1 converge en probabilité vers X.

1. On suppose dans cette question que pour tout n > 1, | X,,| <Y p.s.
(a) Montrer que |X| <Y p.s.
(b) Montrer que si Y est bornée, alors (X,,),>1 converge vers X dans LP, Vp > 1.
2. Montrer que E[|X|] < liminf E[|X,,|]. (Indic. Stz > 0 et k > 0, x > min(z, k)).
Exercice 4.5.2. |Convergence de variables aléatoires exponentielles|

Soit (0,)n>1 une suite de réels strictement positifs telle que lim,, 1 0, = +00. On considére (X,,)n>1
une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle £(6,,).

1. Montrer que la suite (X,,),>1 converge en probabilité.

2. La suite (X,,)n>1 converge-t-elle dans L' ?

3. Etudier la convergence presque stire dans les deux cas suivants : 6, = n; 6, = Inn.
Exercice 4.5.3. |Lois binomiales|

Soit A > 0 et (X,,)n>0 une suite de v.a.r. de loi binomiale X,, ~ B(n, A/n). Montrer que X,, converge en
loi. Préciser la limite.
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Exercice 4.5.4. [Lois uniformes]
Soit (X, )n>1 une suite de v.a.r. de loi uniforme X,, ~U(1,...,n). Montrer que % converge en loi. Préciser
la limite.

Exercice 4.5.5. |Convergence du min de v.a.i. uniformes|
Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes ayant toutes une loi uniforme sur [0, 1]. On
pose
M,, = min(Xq, ..., X,), U, =nM,.

1. Calculer les fonctions de répartition de M, et U,.

2. Montrer que la suite (Uy,)n>1 converge en loi. Préciser la limite.

3. Etudier la convergence de M, : en loi, puis en proba, puis p.s., puis dans LP, et enfin dans L.
Exercice 4.5.6. [Renormalisation et maximum de variables aléatoires iid, cas borné|

Soient X7,..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi avec un support borné. On note
F leur fonction de répartition commune et M,, = max (X Ty ,Xn).

1. Montrer qu’il existe zg € R tel que Va < zg, F(z) <1, et F(xg)=1.

2. Montrer que limnHH)o}P’(Mn €la, b]) =0sib< xpousia>= xyet que la limite est égale & 1 si
a<xzy<b

3. En déduire que M, converge en loi vers xg.
On suppose désormais g =1 et F(z) =1— (1 —2)* si z € [0,1] (o0 a > 0).
4. Montrer que si a = 1 les v.a. X; sont uniformément distribuées sur [0, 1].
5. Soit Z, = n'/*(M, — 1). Montrer que
lim P(Z, <z)=

n—-+o0o

exp(—(—x)*) siz <0
1 siz > 0.

Exercice 4.5.7. |Renormalisation et maximum de variables aléatoires iid, cas non borné]
Comme dans I'exercice 4.5.6, X1,..., X, sont des v.a. iid de fonction de répartition F'. On suppose que
Vo € R, F(z) < 1. On pose M, = max (X1,...,Xp).

1. Montrer que, pour tout z € R, lim,,—, 1 oo P(M,, > z) = 1.

2. On suppose que les variables aléatoires X; sont de loi exponentielle £(0) et on pose Z,, = OM,, —Inn.
Déterminer, pour tout x € R, lim,,—,; P(Z, < ).

3. On suppose maintenant que les variables aléatoires X; sont de loi de Cauchy C(6) et on pose Z,, =

My,
=5+ Montrer que

Loy
e 0 S11O011.

Indication. On utilisera 'identité trigonométrique

Vo >0, arctan(x)+ arctan(l/x) = m/2.

4.6 Théorémes limites classiques

4.6.a) Loi des grands nombres : LGN

On se place sur un espace de probabilité (2, F,P). On consideére une suite de v.a. réelles (Xy), o indé-
pendantes et de méme loi : i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées)
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Théoréme 4.6.1 (Kolmogorov). Soit (Xy),~o une suite de v.a. i.i.d. dans L' de moyenne m = E[X].
Alors

1 n
*ZXi — m p.s. et dans L*.

Remarque. i (Xy),.q une suite de v.a. i.i.d. telle que il existe c € R avec

1 Z s

— XZ p_> c’

n 4 - n—o00
1=

alors E[| X1|] < 0o et ¢ = E[X].
1l y a donc équivalence entre la convergence presque sire de la moyenne empirique et 'existence d’un
moment d’ordre 1 pour les suites de v.a. i.i.d.

Preuve. On pose S, = > 1" | X;.

Si on a convergence, alors X, /n = Sp/n— Sp_1/(n —1) x =1 2% ¢ — ¢ =0. D’aprés Borel Cantelli, la
n—oo

| X

n

ZP('?' > 5> = P(IX,| > ne) =) _P(X1] > ne)

On conclut en remarquant que ), -, P(|X1] > n) < E[|X1]] < >, P(|X1] > n) (voir Exercice du Cha-
pitre 3). O

suite étant i.i.d., on a Ve > 0, Z]P’( > 6) < 00. Par conséquent,

Preuve.(Loi forte des Grands Nombres dans le cas L?)

On suppose que X1 € L?. On note 2+ = sup(z,0) et 2~ = sup(—=z, 0).

On peut écrire X,, = X,;7 — X, avec X, et X, satisfaisants les mémes hypothéses que X,,. Par ailleurs,
on peut écrire M, = 23" | X; = M — M, ou M;f =250 X My =150 X7 et m=E[X{] -
E[X]].

On peut donc supposer sans restriction que X,, > 0.

On pose Z, = M,2. On a E[Z,] = m et Var(Z,) = 02 /n?

On souhaite montrer que Z,, n%)o m. Soit € > 0, par l'inégalité de Bienaymé-Chebychev,

2

g

Donc Y P(|Z,, — Zn 25 m.

onc (|1Zn, —m| >¢€) < 400 et n 2 m

Montrons maintenant que M,, =3 m. On pose g, = [v/n]. On a g, < v/n < ¢, + 1, par conséquent,
n—oo

G <n < (gn +1)%
Comme les variables sont positives, en posant S, = > ; X;, on a

% STL S(Qn+1)2

<2 g
n n n
2 1 2
G g <My < g

Comme /n — 1 < g, < /1, ¢2/n — 1 quand n — co. Comme Z,, RN m, par encadrement M, 5% m.
n—oo n—oo
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g

Simulations Considérons '’exemple du jeu "Pile ou Face" avec une piéce bien équilibrée. La probabilité
de tomber sur "Pile" est alors p = 1/2. Le joueur mise sur "Pile". On répéte plusieurs fois I’expérience et
on observe dans la Figure 4.1 I’évolution de la fréquence du nombre de succés en fonction du nombre de
lancers :

p=05
—— Moyenne empirique

p=05
—— Moyenne empirique

p=05
—— Moyenne empirique

T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 100 200 300 400 500 2000 4000 6000 8000 10000

o

Nombre de lancers Nombre de lancers Nombre de lancers

pour n = 50 pour n = 500 pour n = 10000.

FIGURE 4.1 — Fréquence de pile dans un jeu de pile ou face.

Application de la loi des grands nombres : METHODE DE MONTE-CARLO

Soit (Xy),,»o une suite de v.a. i.i.d a valeurs dans RY. et soit ¢ : R? — R une fonction mesurable telle que
Eflg(X1)[] < oo

D’aprés la loi des grands nombres = > | g(X;) n%)o E[g(X1)].

n
Si Xy est une v.a. a densité f, alors E[g(X1)] = [ g(z)f(z)dz. Par conséquent, 23" | g(X;) est une
approximation de l'intégrale [ g(z)f(z)dz.

Par exemple, si X; ~ U([a,b]), alors 1 3" | g(X;) est une approximation de lintégrale 15 f;g(:c)dx.

La méthode de Monte-Carlo permet d’approcher numériquement une intégrale que 1’on ne sait pas calculer.
Le point fort de cette méthode par rapport aux méthodes numeériques (rectangles, trapéze, ...) est que 'on
n’a pas besoin de régularité sur la fonction g et elle est trés facile & mettre en oeuvre quelque soit la
dimension d > 1.

On peut alors se poser la question de la vitesse de convergence.

Simulations Observons la vitesse de convergence a l’aide de simulations.

On reprend notre exemple et on trace dans la Figure 4.2 plusieurs réalisations de la trajectoire aléatoire
n — M, (chaque réalisation ayant une couleur différente sur le graphique). On obtient le résultat suivant
On observe que la convergence est plutdt lente. Essayons différentes fonctionnelles pour évaluer la vitesse
de convergence dans la Figure 4.3 (courbe tracée en noir).

Le théoréme central limite va nous fournir la vitesse de convergence de la loi des grands nombres.
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Moyenne empirique

Fréquence de succés en fonction du n

ombre de lancers

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
I

T T T T
0 100 200 300

Nombre de lancers

400 500

FIGURE 4.2 — Plusieurs trajectoires de M,, = % lorsque les (X;) sont des variables i.i.d B(1/2).

4.6.b)

Moyenne empirique

la vitesse semble moins rapide que n

Moyenne empirique

la vitesse semble moins rapide que ﬁ la vitesse semble de l'ordre de /n.

FIGURE 4.3 — Trouver la vitesse de convergence de fagon heuristique.

T T T T
0 200 400 600

Nombre de lancers.

800

T
1000

—

n

n)

T T T T
o 200 400 600

Nombre de lancers.

T
800

T
1000

Théoréme Central Limite (TCL)

Moyenne empirique

— p'i/log(n;
p-1/log(n)

200

T T
400 600

Nombre de lancers.

T
800 1000

la vitesse semble plus rapide que In(n)

Moyenne empirique

T T
400 600

Nombre de lancers.

T T
800 1000

Théoréme 4.6.2. Soit (Xy), >, une suite de v.a. réelles i.i.d. dans L* d’espérance m = E[X1] et de
variance 0? = Var(X1) > 0. On pose S, = > 1, X;. Alors

NG

g

1 @ -
“NTX —m | ER N0, 1),
n =1 n—00
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ce qu’on peut réécrire sous la forme,
Sp —nm Lo

o oV (01)

Conséquence. Pour tout a,b € R, sous les hypothéses du théoréme, on a

P(ﬁﬁ (izn:XZ — m) € [a, b]) — P(Z € [a,b]), avec Z ~ N(0,1).
i=1

Preuve.[Preuve du TCL. dans le cas ot X € L3
En remplacant X; par XQ%’” on peut se ramener & m = 0 et 0 = 1. On veut alors montrer que

Sn Lot
i e N O

On va montrer la convergence des fonctions caractéristique.
Tout d’abord, on remarque que

2
lim (1—¢2/2n)" = lim "™ (=) _ e 2,
n—-+o0o n—-+o0o

qui est la fonction caractéristique de la loi N'(0,1).

Lemme 4.6.3. Pour tout x € R,

o 7 2
~ .

(p+1)!" p!

k=0
Preuve. On utilise la formule de Taylor avec reste intégral ;

Lz

P
—— | (z—s)Petds.
| |
s k! p: 0

Par conséquent,

1

|x‘p+1

/0 "z — s)Pds

Par ailleurs, par intégration par parties (en posant u = (z — s)P et dv = e**ds),

k=0

iP (ix)P

v o p—1 s o
‘(Pl)!/o(x s =

P . \k
(% (’Lm)
© _kz !

0

0

Comme les variables sont i.id, ¢, / /m(t) = ¢(t/v/n)". On remarque que [a" —b"| < nla —b| si |a] <1
and |b| < 1, et donc en posant a; = ¢(t/+/n) et b; = (1 —t2/2n), on a

[p(t/ V)" — (1= /20)"| < nlip(t/vn) — (1~ £/2n)|
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Par ailleurs, d’aprés le lemme 4.6.3, et en remarquant que E[X] = 0,

n|e(t/v/n) — (1 —*/2n)| < nE [min (t;g/f, t2’X‘2>] = E[min <t3|X|3 ﬂX\QH .

n 677,1/2 ’

Par le théoréme de convergence dominée, on en déduit que lim,, !cp(t/ V)t = (1= ¢2/2n)"| = 0.

Comme limy,_, o0 (1 — £2/2n)" = e~**/2 qui est la fonction caractéristique de la loi A’(0,1). On conclut en
utilisant le théoréme de Paul Lévy.
O

Application

On considére des variables X; i.i.d. dans L%. On peut toujours approcher la loi de S,, = S, X, par la
loi normale quelque soit la loi initiale des Xj.

Par conséquent, si X,, ~ B(p), on sait que S,, ~ B(n,p). Comme \/% est proche de la loi N'(0,1), on
approche souvent la loi B(n,p) par la loi N'(np,np(1 — p)) pour n grand.

Par conséquent, si X,, ~ P()\), on sait que S,, ~ P(n\). Comme L\/ni;)‘ est proche de la loi N'(0,1), on
approche la loi P(n)) par la loi N'(nX,n\) pour n grand.

Simulations Observons dans la Figure 4.4 I’évolution de la loi Binomiale B(n, p) en fonction de n vers la
"cloche gaussienne", pour p =1/2 :

Binomiale B(1,p) Binomiale B(5,p) Binomiale B(10,p)
r
~ {4
5 S | 5
s
o
0 < 4
© N S
b= s
S 9
s 5
w0
° 2 s
c S
< S
s 5 =
S
g I I
8
@ s o
3 N N 8 0 l.
T I I I T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 o 1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10
p=05
Binomiale B(20,p) Binomiale B(50,p) Binomiale B(100,p)
Y
3 4
S
°
0 S 4
g s
© ©o
@ S 4
8 5
s
S
g ©
s = 3
5
<
3
0 5
8 o
5 S 4
& 5
g
8 —uull lluu 8 | 8
° N T T T T e h T T T T T ° h T T T T T
0 5 10 15 20 0 10 20 30 40 50 0 20 40 60 80 100

FIGURE 4.4 — Illustration de la convergence de la loi Binomiale avec la loi gaussienne
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4.6.c) Preuve de la loi forte des grands nombres

Cette section est pour votre curiosité, mais la preuve de la loi des grands nombre dans le cas L' est
vraiment complexe.

Théoréme 4.6.4 (Théoréme des séries centrées). Soit (X, )n>1 une suite de variables réelles indépendantes
telle que Vn > 1 X, € L? et E[X,,] = 0.
Si Y st E[X2] < oo, alors (Sp)n>1 converge p.s. et dans L? vers une v.a. réelle.

Preuve. On montre tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.6.5. Soit (X,,),>1 une suite de variables réelles indépendantes telle que ¥n > 1 X, € L? et
E[X,] = 0. Alors pour tout € > 0, on a

B( sup [Sy] > €) < YSn)

1<k<n €2

Preuve. On introduit les événements disjoints

A =A{|51| <e,...,|Sk=1] < &,|Sk| = ¢}
On a
E[S2] > E[S214,] =Y E[(Sn — Sk + Sk)*1a,]
k=1 k=1
> E[(2(Sn — S)Sk + Si)1a,].
k=1

Comme Ay, € o(Xy,...,X}), Sk est o(X1,..., Xg)-mesurable et S, —Sp = 31", | X; est indépendant
de o(X1,...,Xy), on a E[2(S, — Sk)Skla,] = 2E[S, — Sk]E[Skla,] = 0 car les X; sont centrées. Par

conséquent,

E[S2] > Y E[SP4,] = 2D P(Ay) = 2P( sup [Si| > e).
k=1 k=1

1<k<n

Démontrons maintenant le théoréme des séries centrées.
D’aprés les critéres de convergence, on a (Xn)n>1 converge presque stirement ssi Ve > 0,

lim ]P(sup | Stk — S| > E) =0.

n—oo k21

Soit € > 0, par monotonie on a

P(Sup | Syt — Sn| > 5) = lim P( sup |[Sp4k — Sn| > 6).
k>1 p=oo \1<k<p

Par ailleurs,

n+k k
Sn+k - Sn = Z Xz = ZXn—H
i=n-+1 i=1
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Par conséquent, en utilisant le lemme et I'indépendance des variables centrées X,

1 p n+p
P p Sk > ) < (3] <5 3

1<k<p i=1 i=n+1

On obtient ainsi,
oo

1 2
IP’<?;1:1>|S”+;€ — Sp| > 5> <3 > EX7].

i=n+1
Comme la série Y E[X2] converge, on obtient que la suite (S,),>1 converge ps.
O

Dans le cas des sommes de v.a. indépendantes, on a un résultat remarquable sur les différents types de
convergence.

Théoréme 4.6.6. Soit (X,)n>1 une suite de variables réelles indépendantes. Pour n > 1, on pose S, =
Y p1 Xk. On a équivalence entre

1. (Sp)n>1 converge p.s. vers une v.a. réelle,

2. (Sp)n>1 converge en proba vers une v.a. réelle,

3. (Sn)n>1 converge en loi vers une v.a. réelle.
Preuve. Voir Probability and Measure de P. Billingsley. O
Donnons maintenant une preuve de la loi forte des grands nombres. On rappelle tout d’abord quelques
lemmes bien utiles en analyse.

Lemme 4.6.7. Soit (b,)n>1 une suite croissante de réels strictement positifs telle que lim b, = +00.

n—-+o0o
On pose by = 0.
Soit (z)n>1 une suite de réels.
1
Cesaro : Si la suite (xy)n>1 converge vers x alors lim — Y (by — bg_1)xp = 2.
n—++a3bn

=1

1
Kronecker : Si la série Z b—xn converge dans R alors lim Z x = 0.

n=>1 n noteo n
Lemme 4.6.8. Poura>1, k> Z n- ;
.6.8. , < (@11
n>k+1

Preuve. Comme la finction z — x~ est décroissante sur |0, co[, on a
kl—a
S e Y / s _/ vdr =
nk-+1 n>k+1 (a—1)
O

Preuve.(Loi des grands nombres)
On peut supposer sans perte de généralité que m = E[X;]| = 0 et on souhaite montrer que M,, = % o1 Xn
converge p.s. vers 0.
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On pose

—

Xn=Xolix,jcns  Mn= 5300 Xi;

X = X0 —E[X,], M,=1570, %

Les suites ()?n> . et ()Afn> ) sont toutes les deux des suites de v.a. indépendantes. On va procéder en
n= n=
deux étapes :

(a) On a les équivalences suivantes

.S . . .S
1. M, P20 si et seulement si M, 2200,
n—oo n—oo

= .S . e 2T .S
2. M, P50 si et seulement si M, 2500,
n—o0 n—oo

(b) On montre que M, 25 0.
n—oo

Montrons le premier point.

(a) 1. On montre que M, — M, 25 0.

n—oo

Onavn>1, M, — M, = %2221 X1 x, > Comme les variables sont de méme loi, on a

D P(IXul = n) =D P(X1] = n) < 1+E[X1]] < oc.

n>1 n>1

Donc d’aprés le premier lemme de Borel-Cantelli,
P(limsup {| X,,| = n}) = 0.

Soit w € liminf {|X,,| < n}, il existe alors n,, > 1 tel que ¥n > ny, | X,(w)| < n, ie. X (w) =

Xp(w). Par conséquent, M, (w) — ]\/Zn(w) = 15 X (W) x, () zk- On en déduit que pour

T n

tout w € liminf {| X,,| < n}, événement de probabilité 1, M, (w) — M, (w) — 0 quand n — +o0.

. — ~ p.s . . . R .
2. On va maintenant montrer que M,, — M,, — 0. Du fait que les variables soient de méme loi,
n—oo
on remarque que

M, — M, =

- A, 1 n 1 n
k=1 k=1

Comme X; € L', par convergence dominée, on a lim,HooE[XllH X1|>n] = 0. En utilisant le

—

lemme de Cesaro avec b, =n et x,, = IE[X1]1|X1|>”], on en déduit que M,, — M,, converge vers
0.

(b) On étudie la convergence p.s. de (Mn> ot

Comme M, = %Zzzl X, d’aprés le Lemme de Kronecker, il suffit de montrer que py X5 /k
converge dans R p.s.

D’aprés le théoréme des séries centrées, il suffit de montrer que ZE[)Z',%]/ n? < oco. On a
n>1

3 %Ep}g] -y %E [()?n = E[}?nDQ] = %Var (%) <> %E[)?,ﬂ

n=1 n=1 n=1 n=1
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Comme les variables sont de méme loi, on a pour tout n > 1,

E[X2] = E[X21)x, <n] = E[X}11x, 0]
Par conséquent, par Fubini-Tonelli et en utilisant le lemme 4.6.8,
X2 5l

n
n>1

1
<E|X? >
n>(1X 41

1 ~
> EE[Xﬁ] <E

n>1

X7
< E[[IX1I]+1] < E[[X1]] < oo.

. -~ .8 .8
Par conséquent, M, 2% 0 et donc M,, 25 0.
n—oo n—oo

Montrons maintenant la convergence de (Mp),,-, vers 0 dans L. Soit p > 1, 0n a
ou (z —p)* = sup(z — p,0).Comme la fonction x — (z — p)* est convexe croissante, on a

Z(\XH -p)".

k=1

3

1

M, —pt <=
(M| =p)" <
Par convergence dominée, a p fixé, on a E[min(|M,|,p)] — 0 quand n — oo et comme les variables sont
de méme loi

E[(1Ma] - )] < = SSE[(1X - )] =E[(X:] - p)].
k=1

Par convergence dominée par | X[, on a E[(]X1]| —p)+] — 0 quand p — co. On en déduit la convergence
vers 0 dans L' de (My)n>1. O

4.6.d) Extensions

On peut se demander §’il existe des extensions & la loi des grands nombres ou au TCL pour des suites de
v.a. non i.i.d. Le théoréme des séries centrées permet de travailler avec des suites de v.a. indépendantes
mais pas nécessairement de méme loi. Si les variables sont faiblement dépendantes, dans le cas des chaines
de Markov, on a alors un théoréme similaire qui s’appelle le théoréme ergodique.

Dans le cas du théoréme central limite, on peut affaiblir les conditions. Le théoréme reste notamment
vrai sous les conditions de Lindeberg : supposons que les v.a. (X,,) sont indépendantes dans L2, mais pas
nécessairement de méme loi. En notant m,, = E[X,,], 02 = Var(X,,) et s2 = >_1_, o2, si pour tout € > 0,

. 1 & 2
7111*)1,20 % ;E[(Xn - mn) ]I‘Xn*mn‘>53nj| = 0’
alors n
1 .
=5 (X, —ma) 24 A0, ).

Il existe par ailleurs un théoréme de Loi des grands nombres et un théoréme Central Limite pour certains
types de processus (X, )n>1, appelés martingales. Pour ces processus, la dépendance entre X, 1 et F, =
o(X1,...,Xp) est controlée par la condition suivante : connaissant le passé F,,, la loi de X,,11 est centrée
en X,,.
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Chapitre 5

Esperance Conditionnelle et Martingales

5.1 L’espérance conditionnelle

5.1.a) Heuristique

Lorsqu’on réalise une expérience, dans l'espace (2, F,P) :

- Q représente ’ensemble de tous les résultats possibles,

- w € Q représente une réalisation de I’expérience,

- F représente ’ensemble des résultats observables,

- P permet d’évaluer la probabilité d’apparition de chaque événement de F.

Une expérience est réalisée et on a accés qu’a une information partielle. On souhaiterait, au vue de cette
information, estimer au mieux et de fagon synthétique le résultat réel.

L’espérance conditionnelle est un outil adapté a ce genre de question.

Exemples d’utilisation

1. Séries chronologiques :
On considére une série de données dans le temps (le cours du CAC40, le nombre journalier de
recherche du mot "bikini" dans google, I’évolution du niveau de la mer, ...). Connaissant les valeurs
jusqu’a aujourd’hui, on aimerait prédire les valeurs futurs.
Si on note (Fy,)n>o la filtration naturelle du processus temporel (X,,), définie par

o(Fn) =o0(Xo,...,Xn),

la tribu engendrée par les variables jusqu’a l'instant n. On aimerait alors prédire X, 11 (le futur)
sachant F,, (le passé).

2. Information bruitée :

On réalise une expérience, mais ’outil de mesure ne nous permet pas de bien quantifier le résultat.
Cela peut étre du & un défaut de fabrication ou de précision de l'outil de mesure ou de données
dénaturées par ’environnement.

Le but est par conséquent de reconstruire le signal initial au fur et & mesure que les données arrivent.
Il existe des techniques de filtrage permettant cette extrapolation, comme par exemple le filtre de
Kalman Bucy qui consiste & effectuer successivement des étapes de prédiction et de correction. Si X
est le signal initial (inconnu) et Y le signal bruité (connu), on suit le schéma suivant : prédire X,
sachant Yy, ..., Y,_1, corriger ajoutant la donnée de Y, puis prédire X, +1 en connaissant Yy, ..., Y,
etc.
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3. Information cachée :

On réalise une expérience dont on sait & ’avance qu’elle ne nous donnera pas directement des
informations sur 'objet d’étude. On espére a l'aide de cette expérience obtenir tout de méme des
informations sur cet objet.

Par exemple, on peut regarder le cours d’un portefeuille d’actions et en fonction de la volatilité en
déduire si les placements choisis sont risqués ou non. Une question intéressante en génétique est
d’identifier les zones codantes et les zones non codantes d’un brin d’ADN. Le seul objet que 'on
peut observer est le brin lui-méme et donc on aimerait au vu de la suite de nucléotides {a, ¢, g,t} en
déduire la localisation des zones codantes et des zones non-codantes.

5.1.b) Définitions

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. On rappelle que I'espace L?(£2, F,P) munit du produit scalaire
(X,Y) = E[XY] est un espace de Hilbert.
Soit A une sous-tribu de F. On note L?(Q2, A, P) 'espace des variables X telles que

1. E[|X|?] < +o0,
2. X : (2, A) — (R,B(R)) est mesurable (on dit que X est A-mesurable) : VB € B(R), X~ 1(B) € A.
Comme A C F, on a facilement que si X € L?(Q, A, P), alors X € L?(Q, F,P).

Proposition 5.1.1. L?(Q, A,P) est un sous-espace vectoriel fermé de L*(Q, F,P).

Preuve. 1l est facile de voir que L?(£, A, P) est un espace vectoriel, par propriétés des fonctions mesurables.
Montrons que c’est un sous-ensemble fermé. Soit (X,,),>0 une suite convergente de L?(2, A, P). On note
X sa limite. On sait déja que E[X?] < +oo. La convergence dans L? implique la convergence en pro-
babilité, et donc il existe une sous-suite de (X,,)n>0 qui converge p.s. vers X. Comme tous les X,, sont
A — mesurables, on déduit que X est A-mesurable. O

D’apreés les propriétés sur les espaces de Hilbert, on peut alors définir la projection orthogonale sur

L9, A,P).

Définition 5.1.2. Soit X € L*(Q, F,P) une v.a. et A une sous-tribu de F. On appelle espérance condi-
tionnelle de X sachant A, notée E[X|.A], la projection orthogonale de X sur L?(Q2, A, P).
L’espérance conditionnelle est une variable aléatoire A—mesurable.

E[X|A] est la meilleure approximation au sens de la distance L? de X par une v.a. A—mesurable ou encore
la meilleure prévision de X si on ne dispose que de l'information apportée par la tribu A. On a donc

E[X|A] = argrnin{E[(X — 222 7 € L2(Q, A, IP)}.

Propriété 5.1.3. 1. L’espérance conditionnelle E[X|A] est l'unique variable Y de L*(2, A, P) telle que
pour toute variable Z € L*(Q, A, P),
E[X 7] = E[Y Z].
2. L’espérance conditionnelle est une application linéaire.
3. Positivité : si X >0, alors E[X|A] > 0 p.s.
4. Croissance : si X,Y € L*(Q, F,P) avec X <Y p.s. alors E[X|A] < E[Y|A4] p.s.

Preuve.
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1. En décomposant la v.a. X en sa composante E[X|A] sur A et son orthogonal W, X = E[X|A]+ W,
on obtient facilement que pour toute v.a. Z € L?(Q, A, P),

E[X Z] = E[E[X|.4]Z] + 0.

Réciproquement, si on a E[XZ] = E[Y Z], alors forcément (X — Y) est orthogonal a L?($, A,P) et
par unicité de la projection orthogonale on a Y = E[X|A] p.s.

2. L’application est linéaire par linéarité de la projection.

3. Si X > 0, on choisit Z = lg[x|4<o qui est une v.a. A—mesurable. Comme X et Z sont positives,
E[XZ] > 0.
Or E[X Z] = E[E[X|A]Z] = E[E[X|A]Lgx| <o) et E[E[X|AJLgx|4<0] <O si P(E[X]A] < 0) > 0.
Par conséquent P(E[X|A] < 0) = 0.

4. La croissance se déduit de la positivité et de la linéarité.

On étend maintenant la notion d’espérance conditionnelle aux v.a. dans L' (2, F,P) :

Théoréme 5.1.4. Soit X € L'(Q, F,P) une v.a. et A une sous-tribu de F.
Il existe une unique variable aléatoire Y € L*(Q, A, P) telle que VA € A,

E[X14] = E[Y14].
Cette v.a. coincide avec lespérance conditionnelle dans le cas X € L*(Q,F,P).

Définition 5.1.5. Par extension, 'unique variable aléatoire de L'(Q, A,IP) du théoreme précédent est
appelée espérance conditionnelle de X sachant A et est notée E[X|A].

Notation. 1. Soit B € F, on définit P(B|A) := E[lg|A]. On prouve facilement que P(.|A) est une
mesure de probabilité sur Q.

2. 1Y est une v.a. et A=0(Y), alors on note E[X|Y] := E[X|o(Y)].

Preuve.

Existence : On se restreint & X > 0 en utilisant X = X* — X~ et en remarquant que E[X14] =
E[XT14) —E[X 14], car X € L.

Montrons qu’il existe une v.a. Y A—mesurable positive telle que VA € A,

E[X14] = E[Y14].

Si X € L?(Q, F,P), on a 14 € L*(Q, A, P) pour tout A € A, il suffit de prendre Y = E[X|A].

Si X € LY(Q, F,P), on définit X,, = X An € L. On pose Y, = E[X,|A]. On remarque que les suite (X,,)
et (Y;,) sont positives croissantes (par croissance de I'espérance conditionnelle dans L?). Par convergence
monotone , pour tout A € A,

E[X14] = imE[X,1 4] = im E[E[X,| A1 4] = E|lim E[X,|A]1 4

On pose alors Y = lim,, E[X,,|.A] (au sens p.s., bien défini car suite croissante).
On remarque, en prenant A = Q, que E[X] = E[Y]. Comme X,Y sont des v.a. positives et X intégrable,
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on déduit que Y est intégrable.
Unicité : Si Y, Y’ deux variables A-mesurables intégrables telles que VA € A,

E[Y14] =E[X14] = E[Y’]IA].

On pose A ={Y <Y’} € A. On a alors E[Y1,] = E[Y'1,], dou E[(Y' = Y)1A] = 0. Or (Y —Y)14 est
positive p.s. et donc (Y’ —Y)1p = 0 p.s.. De méme, on montre que (Y — Y )T xc = 0 ps. Par conséquent,
Y=Y ps. O

Remarque. A-t-on E[XZ] = E[E[X|A]Z] pour toute v.a. Z € L*(Q, A, P) ?

La réponse est oui si XZ € LY(Q, F,P), mais sinon E[XZ] n'est pas bien défini.

On montre ce résultat, d’abord pour les v.a. indicatrices, puis étagées, puis mesurables positives et enfin
intégrables.

5.1.c) Propriétés fondamentales de ’espérance conditionnelle

Propriété 5.1.6. Soient X,Y deux v.a. intégrables et A une sous tribu de F.
1. On a E[E[X|A]] = E[X].

Si X est A—mesurable, alors X = E[X|A] p.s.

Va,b € R E[aX + bY |A] = aE[X|A] 4+ DE[Y|A] p.s.

Si X <Y p.s., alors E[X|A] < E[Y]A] p.s.

Si X est indépendante de A, alors E[X|A] = E[X] p.s.

SiE[|XY]] < o0 etY est A—mesurable, E[ XY |A] = YE[X|A] p.s.

S Sv A Lo e

Preuve. Les propriétés 1., 2., 3., 4. découlent de I'unicité et du fait que I'espérance conditionnelle dans L'
est un prolongement de celle de L2.
5. Si on a indépendance, E[XZ] = E[X]|E[Z] = E[E[X]Z] pour toute v.a. Z A—mesurable telle que
XZ € L*. De plus, E[X] une v.a. A—mesurable. On conclut par unicité.
6. E[XY1,4] = E[X(Y14)] = E[E[X|A](Y1,4)] = E[(E[X|A]Y)14] pour tout A € A, avec E[X|A]Y
une v.a. A—mesurable. On conclut par unicité.
d

Propriété 5.1.7. Soit X une v.a. intégrable et A, B deux sous-tribus de F.
1. Si A C B, alors E[E[X|B]|A] = E[E[X|A]|B] = E[X]|A] p.s..

2. m-SYSTEMES : Soit M un w-systéme qui engendre A. S’il existe une v.a. Z, A—mesurable, telle que
E[X14] = E[Z1 4] pour tout A € M, alors Z = E[X|A] p.s.

3. 81 X et A sont indépendantes de B, alors E[X| AV B] = E[X|A] p.s., ou AV B =0c(AUDB).

Preuve.1. Théoréme des trois perpendiculaires dans le cadre de la géométrie si on considére X € L?. On
étend ensuite le résultat aux variables L.

2. Preuve par classe monotone.

3.0na AVB=0c(AUB)=0c{AUB:Ac AABeB}=0{ANB:Ac A, BEe B}

Comme A V B est engendrée par AN B avec A € A et B € B (qui forme un m—systéme) et Lanp =
141p, on a par indépendance E[X1415] = E[E[X14|B|1p] = E[X14]E[1p] = E[E[X|A]14]E[15]
E[E[X|AJLA1p]. O
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Propriété 5.1.8. Inégalité de Jensen
Soient X € LY(Q, F,P), A une sous-tribu de F et ¢ : R — R une fonction conveze.
St E[lp(X)|] < oo, alors ¢(E[X]A]) < E[p(X)|A] p.s.

Preuve. Méme preuve que I'inégalité de Jensen pour 'espérance (basée sur la linéarité de l'espérance). [

On montre aussi les résultats suivants de la méme maniére que pour l'espérance.
Propriété 5.1.9. On considére (X,)n>0 une suite de v.a. de L'(Q2, F,P), X une v.a. et A une sous-tribu
de F.

1. Convergence monotone
Si (Xn)nz0 suite croissante de v.a. positives qui converge vers X p.s. et B[X] < oo, alors (E[X,|A]), -
suite croissante de v.a. positives qui converge vers E[X|A] p.s.

2. Convergence dominée
St (Xn)nzo converge vers X p.s. et E[sup,,5q | Xn|] < oo, alors

E[|X, — X|lA] — 0 p.s.

3. Lemme de Fatou
Si (Xn)n>0 suite de v.a. positives intégrables avec E[|liminf, X,|] < oo, alors

E[hminfxnyA} < liminf E[X,,|A] p.s.

5.2 La notion de loi conditionnelle

Soit (2, F,P) et X une v.a. a valeurs dans R? intégrable.
Soit A une sous-tribu de F. Alors il existe une application, notée Px(.|.A), sur (Rd, B(Rd)), appelée loi de
probabilité conditionnelle de X sachant A telle que
(i) pour tout B € B(R?), Px(B|A) = P(X € B|A) avec P(X € B|A) := E[lxcp|A|
(ii) pour tout w € Q, Px(.|.4)(w) est une probabilité sur (R?, B(RY))
E[X|.A] est alors I'espérance de la loi conditionnelle Px(.|.A).

Remarque. Une loi conditionnelle est une loi aléatoire.

Comme E[X|Y] est une variable o(Y)—mesurable, il existe une fonction mesurable ¢ telle que E[X|Y] =
»(Y). La quantité E[X|Y = y] n’a pas de sens en général. La notation E[X|Y = y] désigne juste ¢(y).
On retrouve l'espérance de la loi conditionnelle basée sur la formule de Bayes dans le cas discret.

Proposition 5.2.1. S5i Y est une variable discréte a valeurs dans un ensemble discret Dy, on a pour tout

y €Dy (i.e. P(Y =y) #0), .

P(Y = y)

Preuve. Soit h : R? — R une fonction mesurable bornée. On note p(Y) = E[X|Y]. Par définition de
I'espérance conditionnelle, on a E[Xh(Y)] = E[¢(Y)h(y)]. De plus, en utilisant Fubini,

E[Xh(Y)] = > E[XLy—,]h(y)
yeDy

Ele(V)h(y)] = > e@)PY =y)h(y).
yeDy

E[X|V = y] = E[XTy_,].
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Comme ceci est vrai pour toute fonction h, on déduit que

EXTy_,]

EX[Y =y = »(y) = m

0

Proposition 5.2.2 (Vecteurs a densité). Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire de RP x RY a densité fx yy par
rapport & la mesure de Lebesgue et b : RP — R telle que E[|¢(X)|] < oo alors Py — p.s.

f(X,Y) (z,9)
fr(y)

Preuve. En effet, pour toute fonction h mesurable bornée, par Fubini, on a

B0 = [[ ot e dsdy = [ [ [ ot e e [y

Ty ()

EW(X)IY =3]= | vl da.

Par ailleurs, si p(Y) = E[¢(X)|Y], on a

E[(X)h(Y)] = E[p(Y)h(Y)] = / o()h(w) fy (y)dy

x
De 1'égalité pour toutes fonctions h, on en déduit que p(y / Y(x f(X Y) (( ] y) dx.
fy(y
La densité conditionnelle de X sachant {Y = y} est alors définie comme
faxr (@, y)
Fxpy(@ly) = =5
¥ fr(y)

g

Proposition 5.2.3 (v.a. indépendantes). Soit X, Y deux v.a. de RP et R? respectivement et 1) : RP x R —
R telle que E[|¢(X,Y)|] < 00. St X et Y indépendantes, alors p.s.

E(X,Y)[Y] = A ¥(z,Y)Px (dz).
p
Preuve. Par Fubini, pour toute fonction h bornée E[)(X,Y)h = [[Y(z,y)h(y)Px (dz) @ Py (dy) =
[ 1S (x,y)Px (dz) | h(y)Py (dy) = E[ [ (z,Y)Px (dx)h(Y)]. O
5.2.a) Cas gaussien
Définition 5.2.4. Soit Z = (Z1, ..., Zg) un vecteur aléatoire de R?. On dit que Z est un vecteur gaussien

st pour tout vecteur a € R?, a'Z est une variable aléatoire gaussienne :

VYa = (a1,...,aq) € Rd, la variable a1Z1 + ... + aqZy est une variable gaussienne.
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Proposition 5.2.5. Soit (X, X1, ..., X,,) un vecteur gaussien. Alors ’espérance conditionnelle E[X| X1, ..., X,]
est une fonction affine de X1, ..., X, et la loi conditionnelle de X sachant (X1, Xa,...,X,,) est gaussienne.

Si de plus I' = (Cov(Xi, X;)), o, j<,, matrice de covariance de (X1, ..., Xn) est inversible, alors on a

E[X|X1,...,X,] =E[X]+ Zn:a,-(Xi - E[X3]),
=1

ai Cov(X, X1)
avec | | =771 :
an Cov(X, X,)
On remarque qu’alors (X — E[X|X7,..., X,]) est une v.a. gaussienne indépendante de E[X| X7, ..., X,].

Preuve. Montrons que ’espérance conditionnelle de E[X | X1, ..., X,,] est une fonction affine de X7,..., X,,.
Nous sommes dans le cadre L?, donc E[X| X7, ..., X,] est la projection orthogonale de X sur o(X1, ..., X,).
On note pg(X) la projection orthogonale de X sur E = Vect(1, X1,...,X,) pour le produit scalaire de
L?. On a donc pour toute variable Z € E

E[(X - pp(X))Z] = 0. (5.1)

En particulier, pour Z = 1, E[(X — pg(X))] = 0.

Par ailleurs, pour toute variable Z € E, le vecteur (X, X1,..., X)) étant gaussien, le couple (X —pg(X), Z)
est gaussien. On en déduit donc de (5.1) que X —pp(X) et Z sont indépendantes pour tout Z € E, ce qui
signifie que X —pg(X) est indépendante de toute fonctionnelle de (X7, ..., X,,) (en effet, il a I'indépendance
entre X —pp(X) et toute fonctionnelle de Z, pour tout Z € E, et donc avec tout polynéme de Xy,..., X,
et par extension pour toute fonction continue a support compact).

Par conséquent, Vh mesurable bornée,

E[(X —pep(X)h(X1,...,X,)] = E[(X — pe(X))]|E[A(X1,...,X,)] = 0.
Ceci signifie que pp(X) est en fait la projection orthogonale de X sur o(X7,..., X,), i.e. E[X|Xy,..., X,].

Identifions maintenant les coefficients.
On a E[X|Xi,...,X,] € E, donc il existe (a,ay,...,a,) € R? tel que E[X|X1,..., X, =a+> 0 ai(X;—
E[X;]). En prenant 'espérance on en déduit que a = E[X]. Supposons maintenant le vecteur gaussien centré
(a = 0 notamment). Pour tout j € {1,...,n}, on a
n
Z a;Cov(X;, X;) =E

n
(:E:(ZPX}).XE
=1 =1

soit T'(ay,...,a,)" = (Cov(X, X1),...,Cov(X, X,))".

Pour vérifier que la loi conditionnelle est une loi gaussienne, il suffit d’utiliser la fonction caractéristique. [

= E[E[X|X1,..., X,]X;] = E[XX;] = Cov(X, X;),

De maniére générale, si (X,Y) vecteur gaussien dans R™ x R? de moyenne et de matrice de covariance

' I'sx I'xy
= s F =
8 < Ky ) < I'yx Ty )
Si 'y est inversible, X sachant Y est un vecteur gaussien avec

EX|Y] = px + Txy Iy (Y — py),
T[X|Y]=Tx +Txyly' Tyy.
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5.3 Exercices sur ’espérance conditionnelle

Exercice 5.3.1. Loi Binomiale, Loi de Poisson
1. Soient X7, Xy deux variables indépendantes de loi binomiale de paramétres respectifs (nq,p) et
(n2,p).
(a) Déterminer la loi de X sachant X + Xy = n.
(b) Déterminer E[X1]| X7 + Xo.

2. On suppose que Xi,...,X, sont p v.a. de loi de Poisson indépendantes de paramétre respectifs
Alsevos Ape

(a) Déterminer la loi de X1,..., X,—1 conditionnellement & X; +... + X, = n.
(b) Déterminer E[X|X; + Xo].

Exercice 5.3.2. Soit X1, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. et intégrables. On définit S,, = X1+...+X,,.
1. Montrer que E[X|S,] = E[X;|S,] pour tout i{1,...,n}.
2. En déduire l'expression de E[X1|S,,].

Exercice 5.3.3. Variance conditionnelle
On définit la variance conditionnelle

Var(X|Y) = E|[(X — E[X|Y])?Y].

Veérifier que
Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var(E[X|Y]).

Exercice 5.3.4. Somme aléatoires de v.a.r.

On souhaite étudier le nombre personne ayant subit un accident au travail au cours d’une année. On
note N le nombre d’accidents sur I'année et on introduit (X;);>; une suite de variables i.i.d ot chaque
X; représente le nombre de travailleurs touchés par 'accident numéro ¢. On suppose les variables N et
(Xi)i>1 indépendantes. Donner une expression du nombre moyen de personnes accidentées sur son lieu de
travail au cours d’une année et de sa variance.

Exercice 5.3.5. Cas discret

On considére (X1, ..., X,) des variables i.i.d de loi uniforme sur {—1,0,1} et on pose
n n
Ty=> lx—0 Ti=) lx-1.
i=1 i=1

1. Calculer E[f(X;)|To, T1] o f est une fonction mesurable.

2. On pose U = Ty + T1. Calculer E[f(X;)|U].

3. Déterminer la loi conditionnelle de T} sachant U = k pour k € {0,...,n}.
Exercice 5.3.6. Loi conditionnelle du minimum sachant le mazimum

Soient X7i,...,X, des v.a.r. indépendantes de densité f(z). On pose X = max(Xj,...,X,) et ¥ =
min(Xy,..., X,).

1. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant X = x.

2. Exprimer E[Y|X] lorsque f est la densité uniforme sur [0, 1].
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Exercice 5.3.7. Indépendance et conditionnement

1. Soient X et Y deux v.a.r.. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si pour toute
fonction g borélienne bornée, on a

Elg(Y)|X] =E[g(Y)] ps.

2. Soit (X,Y’) un couple de densité f(z,y) = e Ylp<z<y. Calculer la loi conditionnelle de Y sachant
X = z. En déduire que X et Y — X sont indépendantes.

Exercice 5.3.8. Soient X,Y € L'(Q, F,P) telles que
EX|Y]=Y ps.et E[Y|X]=X ps.
Montrer que P(X =Y) = 1.

Exercice 5.3.9. Soit X et Y deux variables dans L?(£, F,P), et A une sous-tribu de . Etablir I'inégalité
de Cauchy-Schwartz conditionnelle :

E[XY|A?* < E[X?|AIE[Y?A] p.s.s
On pourra considérer la quantité : E[(X + aY)?|A].

Exercice 5.3.10. Soit (X,Y, Z) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

2 1
'=11 2
11

[N —

Montrer que E[X|Y, Z]
Montrer que E[X|Z] =
Montrer que le vecteur
En déduire E[Y + Z|Z].

Conclure que I'on a bien E[E[X|Y, Z]|Z] = E[X|Z].

Y4Z
3

SO

—~

Y + Z,Z) est gaussien et donner sa matrice de covariance.

AN

Exercice 5.3.11. Calculer E[X|Y] lorsqie la loi du couple (X,Y’) admet la densité suivante par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R? :

L foxeyy(@,y) =4y(@ — y)e” T Locycq(2,y),

2. f(X,Y)(x7y> = %eigiy]l(o,—kooﬁ(%y)

5.4 Les martingales
5.4.a) Deéfinition et Premiéres propriétés
Soit (€2, F,P) un espace de probabilité.

Définition 5.4.1. 1. Une filtration est une suite croissante (Fy,)n>0 de sous-tribus de F : Fp, C Fpt1.
2. Un processus (X, )n>0 est dit adapté a une filtration (Fy,)n>0 si pour toutn > 0, X,, est F,,—mesurable.

3. On appelle filtration naturelle d’un processus (X, )n>0 le filtration définie par F, = o(Xo, ..., Xn).
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En modelisation, n représente souvent le temps et F, 'historique jusqu’a l'instant n d’une expérience
aléatoire.

Définition 5.4.2. Soit (F,)n>0 une filtration. Un processus (My)n>o a valeurs réelles est une (Fp)n>0— (sur;
sous) martingale si

1. le processus (Mp)n>0 est (Fn)n>0-adapté,
2. VYn >0, M, est intégrable,
3. ¥n >0, M, =E[Mp+1|F.] p-s. (=; <)

En cas de sur-martingale : M,, sur-estime l’espérance conditionnelle, et
en cas de sous-martingale : M), sous-estime l’espérance conditionnelle.

Propriété 5.4.3. 1. Si(M;)n>0 est une (Fp)nso0— (sur; sous)martingale, alorsVp > 0, M,, = E[M,1,|Fy]
(=; <)
En particulier l’espérance est constant, décroissante ou encore croissante, selon qu’on a une martin-
gale, sur-martingale ou sous-martingale.

2. Soit Z une v.a. intégrable et (Fp)n>0 une filtration. Alors le processus (E[Z|Fy]),,~q est une (Fn)nzo-
martingale.

3. Soit ¢ une fonction convexe et (My)n>0 une (Fp)n>0-martingale, alors (o(My,))n>0 est une (Fp)n>0-
sous martingale.

Remarque. Si (M,),>0 est une (Fp)ns0-martingale, alors (M, )n>0, (|Mn|)nso0 et (M, V C)p>o sont des
(Fn)nzo0-sousmartingales, pour C € R.

5.4.b) Quelques exemples de martingales

Marche aléatoire Soit (X,),>0 des variables i.i.d. dans L' de moyenne m et (F,)n>o la filtration
naturelle associée.
On considére la marche aléatoire (S, )n>0 avec pour tout n > 0

S,=Xo+ ...+ X,

Le processus (Sy,)n>0 est une sur-martingale, sous-martingale ou martingale en fonction du signe de m. Si
m = 0, on dit que la marche aléatoire est symétrique.

Urne de Polya Une urne contient N boules de couleurs 1,2,...,m en quantités N', N2, ... N™ avec
Ni>1et N\ 4+...+N™ = N. A chaque instant n > 1, on tire une boule au hasard puis on la remet dans
I'urne en ajoutant une boule de méme couleur.
On note N le nombre de boules de couleur i et X? la proportion de boules i & I'instant n.
On note F,, = o(X1,...,X,) ot X,, = (X}, ..., X™). Alors (X} ),>0 est une martingale bornée. F,, est la
filtration engendrée par toutes les boules dans 'urne jusqu’a l'instant n.
En effet, on a X! = N;}/(n + N). Par construction, sachant F,, N}, — N} = 1 avec proba X} et
N; .1 — N; =0 avec proba 1 — X}, d’ou

E[ il — Nﬁ\fn} =X,

et donc E[X} | — X} |Fn] = 0.

n
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Processus de Galton-Watson FEn 1873, Galton s’est inquiété de la disparition des noms de familles
nobles en Angleterre. Avec I’aide du mathématicien Watson, il a étudié ce probléme. Ce modéle est trés
utilisé en dynamique des populations et en génétique.

On suppose que

- & 'instant initial, ¢ = 0 on a un seul ancétre

- les générations ne se chevauchent pas

- chaque individu & la génération n donne naissance & des enfants de fagon indépendante et selon la méme
loi p = (po, p1, ...) pour tout le monde, loi que I’on connait, avec py > 0.

On note p le nombre moyen d’enfant par individu et o2 la variance de la loi p.

Le nombre d’individu Z,4+1 a la génération n + 1 est égal a la somme des enfants de chacun des individus
de la génération n, soit

Zn,
Zﬁ+1::§:;¥£7
k=1

ot X} est le nombre d’enfant du k™ individu de la génération n. Les variables (X}')j>0 sont indépendantes
de Z,. Le but est d’étudier I’évolution de la taille de la population (Z,)n>0.

Ce type de processus est aussi appelé processus de branchement ou de ramification.

La suite (Z,)n>0 est une chaine de Markov a espace d’état S = N et I’état 0 est absorbant.

Si pg > 0, alors tous les états non nuls sont transitoires, car on a un probabilité non nulle de passer de
'état i & Iétat 0 égale & (pg)? (les 4 individus n’ont aucun enfant) et de cet état on ne peut pas retourner
en i (I’état 0 est absorbant).

La taille moyenne de la population et sa variance vérifient

E[Z,] = E[X]E [Zn 1] = pE [Zn-1]

n

:M.

Var(Z,) = p?*Var(Z,_1) + 0Bl Zp_1] = p?Var(X,_1) + o?p" !
Par conséquent, comme Xg =1

Var(Z;) = o
Var(Zs) = p?0” + o = o?p(p+ 1)
Var(Z3) = p?c®(u + 1) + o?p® = 1> (u® + p + 1)

n—1
Var(Z,) = o’p™ ' (p" "+t ) =0ty pt
k=0

On a donc

2, n—11-p" L
Var(Z,) = { aH S sip 1

no siu=1

Dans les graphes ci-dessous on a tracé plusieurs trajectoires de X,, en fonction de n pour différentes valeur
de p :
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Si < 1, le nombre moyen d’individu dans la population et sa variance tendent vers 0 quand n — oo.
Si = 1, le nombre moyen d’individu dans la population reste constant, mais sa variance part a Iinfini
quand n — oco.

Si p > 1, les deux quantités tendent vers +o0o quand n — oo.
Zn

On remarque que M,, = 22 est une martingale positive pour la filtration naturelle de (Z,)n>0-
On va introduire dans la suite des théorémes limites permettant de montrer que
e si u < 1 la population s’éteint p.s.,

e si u > 1 la probabilité d’extinction de la population est strictement inférieure a 1.

5.5 Martingales et temps d’arrét
Soit (2, F, (Fn), >0, P) un espace de probabilité filtré.

Définition 5.5.1. Une variable aléatoire T ¢ valeurs dans N = N U {+oc0} est appelée (Fp)n>o-temps
d’arrét s:
Vn>=0 {T =n}eF,.

De maniere équivalente, T est un (Fy)n>o-temps d’arrét si¥n > 0 {T < n} € F,, ou encore si {T > n} €
Fn.

On définit la tribu Fr la tribu des événements antérieurs a 1T’

Fr={AeF: An{T'=n} e F, Yn=0}
={AeF:An{T <n}eF, ¥Yn=0}

Il s’agit bien d’une tribu, car
o Q) € Fr car T est un temps d’arrét ;
esiAe Froona AN{T <n}=(AN{T <n})°N{T < n} € Fy;
e si (Ai)izo € Fr, alors (U;A;) N{T < n} =U;(A;N{T < n}) € F,.
Exemple. Temps d’atteinte d’un borélien.
Soit (Xp)n>0 un processus (Fy),>o-adapté et B un borélien de R alors T' = inf {n > 0: X,, € B} est un

(Fn)n>o-temps d’arrét.
Par contre M = sup {n > 0: X,, € B} n’est pas un temps d’arrét en général.

On note z Ay = min(x,y) et  Vy = max(x,y).

Propriété 5.5.2. Soient S,T deuzx (Fy)n>o0-temps d’arréts. On a
1. SANT, SVT, et S+ T sont des (Fpn)n>o-temps d’arréts.
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2. SiY € L', alors
E[Y|Fr] =Y EY|Follir_p}.
neN
3. 81 (Xn)nz0 (Fn),so—adapté, alors Xt est une v.a. Fp—mesurable, ot Yw € Q, X7(w) = Xy, (w).
4. Fspar = Fs N Fr. Par conséquent, si S < T p.s., alors Fsg C Fr.

Preuve.
1. En exercice.

2. En effet, soit A € Fp, par Fubini,

EY1al =) EYlangr—n] =E| > EY|F]lir_mla
neN nEN

3. Soit A un borélien, on veut montrer que {Xp € A} € Fr, i.e. {Xr € A}N{T =n} € F, ce qui est
clair car le processus est (F),,-o—adapté.

4. Soit A € Fsar, alors AN{S<n} = AN{SAT<n}N{S<n}. Comme {S<n} € F, et
AN{SAT <n} e F,,ona AN{S <n} e F, et alors A € Fs. De méme A € Fr.
Réciproquement, si A € Fg N Fr, alors AN{S<n} € F, et An{T <n} € F,, donc AN
{SAT<n}=An{S<n}UAN{T <n} e F,.

g

Proposition 5.5.3. Si (My)n>0 une (Fp)nso-martingale (sur ou sous) et T un (Fp)nso0-temps d’arrét,
alors (MI),>0 une (Fp)nso0-martingale (sur ou sous), oi Ml := Mpn,.

Preuwve. Ml = Mylp~, + Mrl7c, est bien F,-mesurable et dans L' et
E[M, 1| F] = E[Mpi1 | Follrsn + Mrlpe, = M,

g

Théoréme 5.5.4 (Théoréme d’arrét). On considére (My)n>o est une (Fy)n>o0-martingale (sur ou sous)
et deux (Fp)nso-temps d’arrét, T et S, avec T borné.
Alors sur {S < T}, Mg = E[Mrp|Fs] (resp. > et <).

Preuve.

1. Supposons que S < T p.s.
Si S = p déterministe et supposons 7" borné par K. (M]'),>o est une martingale, donc pour n > p
E[M]|F,] = M = Mgy, Prenons n = K, comme T > p et M = My on a E[Mp|F,] = Mrp, =
M,.
Si S est aléatoire,
E[Mr|Fs] =Y E[Mp|Folls—n = Y Mypls—p = Msg.

2. Cas général. On pose S = SAT. On a E[Mr|Fg] = Mg. Comme sur {S < T} ona S = S, on
obtient le résultat.
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Conséquence : Si S < T p.s., on a E[Mg] = E[M7]. O

Remarque. Si (M,) est une martingale bornée, il suffit d’avoir T fini p.s. pour utiliser le théoréme d’arrét
(introduire 7, =T A n et utiliser le théoréme de convergence dominée.

Exemple. On considére (M,,),>0 la marche aléatoire symétrique issue de 0 sur Z. On définit T =
inf {n >0: M, =1}. Alors T' < oo p.s.
Par contre, E[Mr] = 1 # E[M;] donc 'hypothése de "bornitude" est essentielle.

5.6 Inégalités sur les martingales

On remarque M, = supy.,, M}, est une sous-martingale car suite croissante de v.a. intégrables et adaptée.
Par I'inégalité de Markov, on a

_ E[M;]

C

On va voir qu’avec les martingales E[M¥] peut-étre remplacé par E[|M,|].

Proposition 5.6.1 (Lemme Maximal). Soit C' > 0 fizé.
Si (Mp)n=0 est une (Fp)n>0—martingale, alors

1
Plsup|My| > C) < ZEl|Ma]).

k<n

Preuve. On considére le temps d’arrét 7" = inf{n > 0 : |M,| > C}. On a le lien suivant {T' < n} =
{M} > C}. T est un temps d’arrét, mais a priori pas borné, on introduit donc 7, = T' A n. On remarque
que |M,| est une sous martingale. On a par 'inégalité de Markov

P(M; > C)=P(T <n,|Mr| >C) <E[|Mr|lr<,]/C

Comme M7 = M, sur {T < n},
P(M; > C) < E[|Mr,[1r<n]/C < E[|Mr,[]/C < E[|My]]/C

par le théoréme d’arrét (avec S = 7, et T = n).
O

Conséquence. Si (M,,),>0 est une (F,)n>0—martingale, alors

1
P(sup |Mg| > C) < =
k>0 C k>0

Proposition 5.6.2 (Inégalité du nombre de montées).

1. Soit (My)n>0 est une surmartingale et m> (n) le nombre de montées de a a b effectuées par M avant
linstant n. Alors

B (n)] < ——E[(My — a)]

’ b—a
2. Soit (My)n>0 est une sousmartingale et mffb(n) le nombre de descentes de b a a effectuées par M

avant l'instant n. Alors )

E[(M, —b)*].
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Preuve. On remarque que 2. implique 1. car —M,, est une sousmartingale et 2% (n) = m:é\/l_b(n).

Prouvons 2. On décrit les périodes de descente avec la suite croissante de temps d’arrét suivants : Ty = 0,
T = inf{n < 0: M, > b}, Tr = inf{n < T7 : M,, < a}, ..., Top—1 = inf{n < Tpp_2 : M, > b},
Tgp = mf{n < T2p_1 M, < CL}
Pour tout p, Mpat,, , — b est une sou&martmgale positive sur {Tp,—1 < n}. On a donc
0 < E[(Manty,—y — b1y, <n] < E[(Mpaty, — bl1,, 1 <n] (théoréme d’arrét)
0< E[(MT2p - b]lTQpén] + E[(M - b]lT2p—1<n<T2p]
0 < (a— b)B(Ty, < m) + E[(M, )" Ir,, ,<ncrs,
Par conséquent,

b — a Z ]P mg b Z ]E HTQp—lSn<T2p]

c’est & dire

(b — a)E[my} (n)] < E[(My — b)*].

~“a,

Proposition 5.6.3 (Inégalité de Doob).
Soit (My)n>0 est une (Fn)ns0—martingale (ou sousmartingale positive), ¥p,q > 1 tels que 1 =
Alors

|| sup [Mplllp < q sup ||Mg|lp,

0<k<n 0<k<n

ou ||.||p est la norme LP.

Démonstration. (|M,|)n>0 est une sous martingale positive par Jensen conditionnel. On sait que, si X v.a.
positive

E[X?] = p/oO PTIP(X > 2)dz.
On pose Xy, = M1z, [>q/2 €6 on définit la margingale,
Zy = E[XuF], 0<k<n
Par ailleurs, M < Z¥ 4 a/2. En effet,
| M| = [E[Mn|Fi]| = [E[Xn|Fi] + E[Mn11,<as2lFrl|
< E[Xn|Fill + a/2 = | Zk| + a/2

Par le lemme maximal,

P(M; > ) <P(Z] > a/2)| < “E[|Z,]

2 2
a E[| Xn|] = GE[|MH|]1|Mn|>a/2]

Par conséquent, par ce qui précéde et Fubini

o0

o0 2
B[V :p/ PIPME > 2)dz < p/ 2 M1 g,
0 0
2| Mp| 9P
/ P20z My| | = —E[| My J?]
0 p—1

Il faut travailler encore un peu plus pour avoir la bonne constante.

< 2pE
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5.7 Décomposition de Doob

Définition 5.7.1. Un processus (X, )n>o0 est dit (Fy,)n>0—prévisible si pour toutn > 0, X,, est F,,_1—mesurable
(avec la convention F_1 = {0,Q}).

Théoréme 5.7.2 (Décomposition de Doob).
Soit (Xn)ns0 un processus (Fp)ns0—adapté avec X,, € L', ¥n > 0.
1l existe une unique décomposition
X, =Xo+ M, + A,
avec
o (Mp)n=0 une (Fp)n>0—martingale nulle en zéro,
e (Ap)n=0 un processus prévisible nul en zéro.

Par ailleurs, (X,)n>0 est une sous martingale ssi (Ay)n>0 est un processus croissant.

Preuve. Si X a une décomposition de Doob, comme M martingale et A prévisible
]E[)(n _')(nAijalfl]:: 0 +‘(/4n _'finfl)

Par conséquent,
n

Ap = E[Xy — Xp_1| Fr1l.
k=1
ce qui permet de définir A.
Unicité : s'il existe deux décomposition (M, A) et (N, B) alors M,, — N, = B,, — A, alors M,, — N,, est
une martingale F,,_; mesurable donc constante. O

Remarque. Considérons un jeu de hasard (loto, casino, investissement boursier,...).

A chaque instant n, le joueur joue une certaine somme d’argent ¢n. Le résultat du jeu o Uinstant n est
une certaine variable aléatoire X,, qui dépend d’événements plus ou moins complexes. La mise du joueur
peut-étre le fruit d’une stratégie compliquée mais dans la mesure ot le joueur ne connait pas le résultat du
jeu avant de l'avoir joué, le processus (¢y,) est forcément prévisible.

5.8 Théorémes limites et Martingales

5.8.a) Convergence p.s.

Théoréme 5.8.1. Soit (My)n>0 une sous-martingale telle que sup, E[M;F] < oo. Alors il existe une
variable intégrable My, telle que M,, — My, p.s.

On remarque que I'’hypothése est équivalente a (M,) est bornée dans L', i.e. sup, E[|M,|] < oo, alors
sup,, E[M,F] < oc.

Corollaire 5.8.2. Une sur-martingale positive converge p.s. vers une variable intégrable.

Preuve. (—My,)n>0 est une sous martingale négative et M, = 0 donc converge p.s. vers une v.a. intégrable.
Par ailleurs, en utilisant le lemme de Fatou, on remarque que (M,,) nel est une surmartingale :

E[Moo|Fp] < liminf E[M,, 4| Fn] < M,.
p—00

Attention ! La convergence p.s. n’implique pas la convergence dans L.
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Exemple. Soit (X;);>1 une suite de v.a. iid telles que P(X; =0) =P(X; =2) =1/2.
Alors M,, = IT?_; X; est une martingale positive, donc qui converge p.s.. De plus, elle est bornée dans L',
mais par contre, elle ne converge pas dans L.

Preuve. (Théoréme 5.8.1)

D’aprés la Proposition 5.6.2, le nombre de descentes vérifie ]E[mfx[b(oo)] < 00, donc m%(oo) < 00 p.s.
Soit N I’ensemble de mesure nulle sur lequel mgffb(oo) = oo pour tout a,b € Q. Soit w ¢ N. Si M, (w) ne
converge pas, alors il existe a,b € Q :

liminf M, (w) < a < b < limsup M, (w).

Contradiction, donc la martingale converge p.s.. Notons M, sa limite.
Par ailleurs, comme |M,,| = 2M,F — M,, et —M est une surmartingale, on a

E[|M,[) < 2E[M;] - E[M;]

n

Donc sup,, E[|M,|] < co. D’aprés le lemme de Fatou,

E[|[Mw|] < liminf E[|M,]|] < sup E[|M,|] < oc.

Donc M., € L. O

5.8.b) Convergence dans L'

Théoréme 5.8.3. Soit (M,,)n>0 une martingale. Il y a équivalence entre les propriétés suivantes :
1. 37 € L' tel que Yn € N M,, = E[Z|F,],
2. (My)n>o est U.L,
3. (My)ns0 converge dans L.

On a alors Z = My, la martingale est dite fermée, i.e. (M), .y est une martingale.

Preuve. 1 = 2 : On a
E[|Mn T, 50l < ENZas, 50l

Par ailleurs, en utilisant I'inégalité de Markov

E[Z]]

P(|My| > a) <

Comme Z € L', limg, oo SUP,,< E[| My L2, 5.0) = 0.

2 = 3 : d’aprés le théoréme précédent, on a M,, converge p.s. vers Mo, donc converge dans L' car U.L
3=1:0n a M, = E[M,4,|F,] pour tout p > 0. Comme l'espérance conditionnelle est continue sur L',
en faisant tendre p — 400, d’ot le résultat.

Conséquence M,, = E[Mq|F;] O
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5.8.c) Martingales dans L?

Théoréme 5.8.4. Soit (M,) une martingale bornée dans L?, alors elle converge p.s. et dans L? vers une
v.a. My.

Preuve. (M,,) une martingale bornée dans L? signifie

supE[M2] = E[MZ) + 3 E[(My, — My-1)?] < o0
" k>1

En effet M,, = My+>_ k> 1 (M, — Mj—1) qui une somme de termes orthogonaux, on conclut par Pythagore.
Comme bornée dans L?, elle est bornée dans L'. Par notre premier thm de CV, elle converge p.s. vers
M. Par ailleurs, par Pythagore

n-+p

E[(Mary— M) = Y E(My— My_1)?
k=n+1

On prend p — oo et par le Lemme de Fatou (E[liminf] < liminf E[]), on a

E[(Moo = Mp)’] < ) E[(Mg — My—1)?]
k=n+1
Comme la série CV, lim, E[(Ms — M,)?] = 0 cqfd. O

Lemme 5.8.5 (Lemme de Kronecker). Soit (yn)n>1 une suite de nombres réels. Si la série Y ;- yr/k
converge alors
n
lim k=LY _ g

n—-+o0o n

Théoréme 5.8.6 (Loi des grands nombres). Soit (M,,) une martingale dans L? et Y, = M,, — M,_1 telle
que
1
> ﬁE[YnZ] < 0.
n=1

Alors % — 0 p.s. et dans L.
n—oo

Preuve. On remarque que M,, = Zkgn Y — My. Par Kronecker, il suffit de montrer que Zk>1 Yi./k CV

2
p.s. Soit W,, = >")_, % C’est une martingale. Par ailleurs, E[W?2] = ZZZOE[%] qui est bornée. Donc
W,, est une martingale bornée dans L?, par conséquent elle converge p.s. et dans L2 O

5.9 Exercices sur les martingales

Exercice 5.9.1. Soit (F,,)n>0 une filtration. Soit (X, ),>0 une sous-martingale telle que les variables X,
ont toutes la méme loi.
1. Montrer que la suite (X,,),>0 est en fait une martingale, ainsi que (X, V a)n>0 et (X, A a)n>0, Ol @
est un réel fixé.

2. Soit n > m deux entiers et a € R. Montrer que sur l’ensemble {X,, > a}, on a X,, > a p.s. En
déduire que la suite (X,;),>0 est constante p.s.
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Exercice 5.9.2. Soient S, T deux (F,)n>0-temps d’arréts. Montrer que SAT, SV T, et S+ T sont des
(Fn)n>o-temps d’arréts.

Exercice 5.9.3. [Processus de Galton-Watson/
Vérifier que le processus M,, = Z,/p" est une martingale, ou (Z,) est le processus de Galton Wtson
introduit dans la section 5.4.b). Etudier son comportement quand n — co.

Exercice 5.9.4. [Modéle de Wright-Fisher/

Soit k, N deux entiers tels que 0 < k < V.

On souhaite connaitre ’évolution de la fréquence d’un alléle dans une population de taille N, pour un
géne se présentant sous deux alléles seulement. Chaque individu posséde un seul exemplaire du géne, sous
la forme d’un des deux alléles A ou B. On fait les hypothéses suivantes :

e la population reste de taille constante N au cours du temps,

e les générations ne se chevauchent pas : & chaque instant n, la niéme génération meurt et donne
naissance aux N individus de la génération n + 1,

e chaque enfant choisit son parent uniformément parmi tous les individus de la génération précédente
et indépendamment des autres;

e la reproduction a l'instant n ne dépend pas des reproductions précédentes.

On introduit la suite de variables (X, ),>0, ot X, est le nombre d’alleles A dans la population a I'instant
n. On suppose qu’initialement il y a k individus avec 'alléle A : Xy = k.

1. Vérfier la suite (X,)n>0 est définie par induction de la fagon suivante : Xg = k, et pour tout n = 0,
i €{0,...,N}, laloi conditionnelle de X,, 1 sachant X;,, =i est la loi binomiale B(N, %).

2. Montrer que (X,),>0 est une martingale.
3. Montrer que lorsque n tend vers l'infini, (X,,)n>0 converge p.s. et dans LP pour tout p > 1.

4. Décrire la loi de la variable limite X .

Exercice 5.9.5. Théoréme de Wald
Considérons (M,,) une (F;);=0—martingale dans L? et T un (F;);0—temps d’arrét tel que E[M2] < oo.
Veérifier que E[M7] = E[Mjy)].

Exercice 5.9.6. Ruine du joueur

Un joueur a une richesse égale initiale égale a a et dont le but est d’atteindre la richesse b > a avant d’étre
ruiné, a,b € N*. Il répéte de maniére indépendante un jeu ou il gagne 1 euro avec probabilité p €]0, 1] et
perd 1 euro avec probabilité ¢ = 1 — p. Le gain du joueur a I'issu de la n®™¢ épreuve est S, = Yo, X on
X; i.i.d. de loi B(p).

1. Trouver X et 3 tels que M,, = A% et N,, = S,, — n/3 soit des martingales pour la filtration naturelle.

2. Montrer que la durée du jeu T est fini p.s., sachant que le joueur s’arréte dés qu’il est ruiné ou dés
qu’il atteint la richesse b.

3. Calculer la probabilité que le joueur soit ruiné a I’issu du jeu et en déduire la durée moyenne du jeu.
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